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Kapitel 1

Einfiihrung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Allgemeine Relativitdtstheorie (ART)
mit einigen Anwendungen in der Astrophysik und Kosmologie. Die ART
(auch Einsteinsche Gravitationstheorie genannt) ist eine relativistische (d.h.
auf der Speziellen Relativitiatstheorie (SRT) autbauende) Gravitationstheo-
rie, und zwar die einfachste, die mit den bisherigen Experimenten bzw. Beob-
achtungen vertréglich ist. Es gibt also durchaus noch weitere relativistische
Gravitationstheorien, jede solche muss aber die ART als Spezialfall enthal-
ten. Fiir die Notwendigkeit einer Verallgemeinerung der ART gibt es viele,
insbesondere quantentheoretische Argumente.

Die Kernaussage der ART ist folgende: Gravitation ist ein Aspekt der
Geometrie der Raum-Zeit. Eine konsequente Interpretation ihres Formalis-
mus fithrt sogar zum Schluss, dass die Raum-Zeit das Gravitationsfeld ist.
(Diese Aussagen gelten fiir die klassische Theorie; es deutetet vieles darauf
hin, dass die Raum-Zeit ein emergentes Phianomen, d.h. kein fundamentaler
Bestandteil einer Quantentheorie der Gravitation ist.) Somit stellt die ART
eine Vereinheitlichung vorher separater Kategorien der klassischen Physik
dar. Die klassische Physik verwendet die Grundbegriffe Raum, Zeit, Ma-
terie, Wechselwirkung. Vier fundamentale Wechselwirkungen sind bekannt:
elektromagnetische, schwache, starke Wechselwirkung und Gravitation. Die-
se Liste enthélt bereits Vereinheitlichungen wie Newtons Zusammenfiithrung
von irdischer und Himmelsmechanik und die Vereinheitlichung von Elektri-
zitdt und Magnetismus. Auflerdem fasst man heute die elektromagnetische
und schwache Wechselwirkung zur elektroschwachen zusammen (auch wenn
hier noch nicht alle Details geklirt sind). Die erste kategorieniibergreifen-
de Vereinheitlichung stellte die Zusammenfassung von Raum und Zeit zur
Raum-Zeit durch die SRT dar. Die Raum-Zeit der SRT bildet die Arena,
in der die drei nichtgravitativen Wechselwirkungen agieren. Es stellt sich al-
lerdings heraus, dass die Gravitation in diesen kinematischen Rahmen nicht



hineinpasst. Die ART spannt den Bogen der Vereinheitlichung noch weiter
und stellt eine Wechselwirkung, eben die Gravitation, als eine Eigenschaft der
Raum-Zeit dar. Im Gegensatz zum Minkowskiraum der SRT tragt die Geo-
metrie der Raum-Zeit der ART selbst dynamische Freiheitsgrade. Die Gra-
vitation wird dadurch “geometrisiert”. Auch die anderen Wechselwirkungen
lassen sich geometrisieren, allerdings erfordert dies abstraktere Konstruktio-
nen (z.B. sog. Faserbiindel), die im Gegensatz zur Gravitation mehr als die
(vierdimensionale) Raum-Zeit benotigen.

Der Trend zur Vereinheitlichung, der schon die bisherige Entwicklung
der theoretischen Physik geprigt hat, setzt sich weiter fort. Hier seien noch
die prominentesten (durchwegs noch hypothetischen) Ansétze erwdhnt: Die
sogenannten GUTSs (grand unified theories) vereinheitlichen die drei nicht-
gravitativen Wechselwirkungen auf gruppentheoretischer Basis. Eine Verein-
heitlichung der Kategorien Materie und Wechselwirkung stellt das Konzept
der Supersymmetrie (Fermi-Bose-Symmetrie) dar, das allerdings die Gra-
vitation noch nicht befriedigend einbezieht. Eine totale Vereinheitlichung
stellt die Superstring-Theorie bzw. ihre Weiterentwicklung zur sogenann-
ten “M-Theorie” dar: Hier haben alle klassischen Kategorien ihren Ursprung
in einem einzigen “Stoff”. Dieser “Stoft” manifestiert sich in einer gewis-
sen storungstheoretischen Naherung in der Form von fundamentalen eindi-
mensionalen Objekten (“Strings”) in einer 10-dimensionalen Raum-Zeit und
davon abgeleiteten d-dimensionalen Objekten (“D-branen”, 0 < d < 9).
(Diese Objekte weisen neben Supersymmetrie noch “innere” Symmetrien
auf und stehen miteinander in Kontaktwechselwirkung, es gibt aber keine
freie Kopplungskonstante.) In einer anderen stérungstheoretischen Nidherung
hat der “Stoft” aber die Figenschaften einer gravitierenden 5-dimensionalen
Membran in einer 11-dimensionalen Raum-Zeit. Die zugrundeliegende exak-
te Theorie (deren Existenz auf Grund von “Dualitdtssymmetrien”, die die
diversen storungstheoretischen Ndherungen ineinander iiberfithren, vermutet
wird) ist noch unbekannt und wird sicherlich ohne die Begriffe Raum, Zeit
usw. zu formulieren sein. Die “M-Theorie” ist der bekannteste Ansatz einer
“theory of everything” (TOE). Sie ist aber derzeit weder mathematisch exakt
definiert noch experimentell getestet.

Wie die eben gemachten Bemerkungen verdeutlichen, wird wegen der be-
deutenden Rolle, die die Gravitation in zukiinftigen vereinheitlichen Theorien
spielen wird, die ART auch fiir die Teilchenphysik immer relevanter. Obwohl
die ART schon vor fast 100 Jahren von Einstein aufgestellt worden ist, ist
sie keineswegs ein abgeschlossenes Kapitel der Physik, sondern Gegenstand
intensiver Forschungstétigkeit. Die hauptséichlichen aktuellen Forschungsge-
biete sind:

1. Mathematische Relativitédtstheorie: Sie untersucht mit analytischen



Methoden die Konsequenzen der dynamischen Grundgleichungen der Gra-
vitation, der Einsteinschen Feldgleichungen. Diese bilden ein gekoppeltes
System von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen, fiir das es kei-
ne geschlossene mathematische Theorie gibt.

2. Numerische Relativitatstheorie: Wegen der Kompliziertheit der Feld-
gleichungen sind nur Loésungen mit sehr speziellen Eigenschaften exakt be-
kannt. Fiir realistische Anwendungen der ART z.B. in der Astrophysik sind
numerische Methoden mit Computereinsatz das einzige zur Verfiigung ste-
hende Mittel.

3. “Quantengravitation”: Wie jede andere Wechselwirkung sollte auch die
Gravitation Quantencharakter haben. Wegen erheblicher konzeptueller und
technischer Schwierigkeiten gibt es jedoch bis zum heutigen Tag keine all-
gemein akzeptierte Quantenversion der ART. Vielmehr existiert eine Fiille
von mehr oder weniger weit gediehenen Ansétzen. Diese reichen von einer
mathematisch rigorosen Quantisierung der “puren” ART (“Loop Quantum
Gravity”) bis zur Stringtheorie, die aus Konsistenzgriinden zusétzlich zur
Gravitation unendlich viele weitere Freiheitsgrade einbezieht. “Quantengra-
vitation” ist also keine wohldefinierte Theorie. Im weiteren Sinne umfasst sie
auch die semiklassische Néaherung (Quantenfeldtheorie in einer klassischen
Raum-Zeit).

Die ART ist aber nicht nur fiir Theoretiker von Interesse, sondern liegt
auch vielen Experimenten der relativistischen Astrophysik und Kosmologie
sowie der Suche nach Gravitationswellen zu Grunde. Dariiber hinaus hat
eine ihrer Anwendungen mittlerweile im Alltag Eingang gefunden, namlich
in Form des Satellitennavigationssystems GPS.



Kapitel 2

Physikalische Grundlagen und

heuristische Entwicklung der
ART

2.1 Aquivalenzprinzip, Feldvariable, Bewegung
im Gravitationsfeld

2.1.1 Das Aquivalenzprinzip

Das Newtonsche oder schwache Aquivalenzprinzip folgt aus der Gleich-
heit (allgemeiner: Proportionalitét) von tréager Masse m;, und schwerer Mas-
Se My pass i der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir ein Testteilchen (dar-
unter verstehen wir ein Teilchen mit vernachléssigbarer Ausdehnung und
vernachldssigbarem Eigenfeld, aber kein mathematisches Punktteilchen, weil
dieser Begriff in der ART nicht haltbar ist):

—

mip® = mg,pasngram (21)

wobei ﬁgmv die Gravitationsfeldstiarke bedeutet. Experimente zeigen, dass
(in iiblichen Einheiten) m;, = my puss mit einer Genauigkeit besser als 10712,
Daraus folgt T = ﬁgmv, d.h. die Bewegung von Testteilchen im Gravitati-
onsfeld hingt nicht von deren Masse ab. Das schwache Aquivalenzprinzip
lasst sich daher kurz als die Universalitiat der Trajektorien des freien Falls
umschreiben.

Die von einem Punktteilchen (im Koordinatenursprung) geméafi dem New-
tonschen Gravitationsgesetz erzeugte Feldstérke

- . Gm .
Fg“w(gj> [ |fg|]z,))act

(2.2)



enthélt die aktive schwere Masse myg o+ des Teilchens. Aus dem 3. Newton-
schen Axiom (“actio = reactio”) und (2.1) folgt aber unmittelbar mg . =
Mg .pass- Hingegen ist die Gleichheit von tréger und schwerer Masse ein empi-
rischer Sachverhalt, den die Newtonsche Theorie nicht erkléart.

Das Einsteinsche oder starke Aquivalenzprinzip verschirft das New-
tonsche durch folgendes - wiederum von der Erfahrung nahegelegtes - Postu-
lat: Auch bei Vorhandensein eines Gravitationsfeldes existiert in der Umge-
bung jedes Raum-Zeit-Punkts ein lokales Inertialsystem (LIS) (realisiert
z.B. durch eine frei fallende Kabine). In einem solchen gilt beziiglich aller lo-
kalen nichtgravitativen Experimente die SRT. “Lokal” bedeutet, dass raum-
liche und zeitliche Ausdehnung des Systems entsprechend der Beschaffenheit
des Gravitationsfeldes einzuschrinken sind. Es handelt sich also beim Ein-
steinschen Aquivalenzprinzip um eine N&herungsaussage. Z.B. ist ein Raum-
schiff von heute machbarer Grofle in Erdumlaufbahn in sehr guter Ndherung
ein LIS, offenbar sind aber derartige Raumschiffe auf verschiedenen Um-
laufbahnen relativ zueinander beschleunigt. Es gibt also im Schwerefeld der
Erde kein globales IS. Ein weiteres instruktives Beispiel stellt eine frei fallen-
de Punktladung dar: Diese strahlt auf Grund ihrer “Fernwirkung” (d.h. das
langreichweitige Coulombfeld der Ladung sprengt den Rahmen jedes LIS).
Eine alternative Formulierung des starken Aquivalenzprinzips besagt, dass
sich Schwerkraft durch Beschleunigung im Minkowskiraum lokal simulieren
ldsst. Daraus lédsst sich u.a. schliefen, dass Lichtstrahlen in einem Gravitati-
onsfeld gekriimmt werden.

Historisch wurde auch noch ein “superstarkes” (urspriinglich ebenfalls als
Einsteinsch oder stark bezeichnetes) Aquivalenzprinzip unterschieden, das
lokale gravitative Experimente einbezieht. Es spielt fiir unsere Zwecke jedoch
keine Rolle.

2.1.2 Mathematische Beschreibung des Gravitations-
feldes

Das Einsteinsche Aquivalenzprinzip legt die mathematische Beschreibung des
Gravitationsfeldes nahe. Wie bereits angedeutet, liegt ein “echtes” (d.h. von
einem reinen Beschleunigungsfeld im Minkowskiraum verschiedenes) Gravi-
tationsfeld dann vor, wenn es LISe gibt, die relativ zueinander beschleunigt
sind. In diesem Fall gibt es kein globales IS oder, mathematisch ausgedriickt,
keine globalen kartesischen Koordinaten. Dieser Sachverhalt ist ein Hinweis
auf die Natur der Raum-Zeit: Bei Vorliegen eines solchen Gravitationsfel-
des ist der Minkowskiraum nicht das richtige Modell . Welche Eigenschaften
des Minkowskiraums sind nun zu verallgemeinern? Aus der SRT ist bekannt,



dass der Minkowskiraum als vierdimensionales Kontinuum (d.h. topologisch
identisch R*) mit affiner Struktur und der Lorentz-Metrik 1 = n.da’ ® do*
(nik = diag(—1,1,1,1) in kartesischen Koordinaten, in diesen wird das inva-
riante Abstandsquadrat (As)? = —n; Az?Az® impliziert) definiert ist. Aus
dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip schliefen wir, dass eine allgemeine
Raum-Zeit diese Eigenschaften nur lokal aufweisen muss. Die lokale Versi-
on eines affinen Raumes fithrt auf den Begriff der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit (auf einer solchen ist die Differentiation von Funktionen definiert),
der in Kap. 4 préazisiert wird. Fiir uns geniigt vorderhand, dass die Raum-
Zeit durch vierdimensionale reelle Koordinatensysteme beschreibbar ist, die
allerdings i.a. nur auf offenen Teilmengen definiert sind. In einem solchen
Koordinatensystem (KS) wird jeder Punkt (= Ereignis) P durch 4 reelle
Zahlen (2°, x!, 2% 23) reprisentiert, wobei wir nicht immer zwischen P und
seinen Koordinaten unterscheiden werden. Die augenfilligste Modifikation
des Minkowskiraums betrifft die metrische Struktur. Aus dem Einsteinschen
Aquivalenzprinzip lisst sich nur schlieBen, dass in einem frei wihlbaren Punkt
die Standardform der Minkowskimetrik durch geeignete Koordinatenwahl er-
reichbar ist, nicht jedoch global. Die Metrik der Raum-Zeit muss also mit
ortsabhingigen Komponenten g;(x) angesetzt werden. Der eben vollzogene
Schluss bedeutet mathematisch, dass fiir jeden Punkt P eine Koordinaten-
transformation (KT) 2/(z) existiert, so dass ¢} (2'(P)) = ni. Dies bedeutet
eine gewisse Einschrankung an die Funktionen g;;(x). Um das einzusehen,
bendtigen wir ihr Transformationsverhalten unter einer allgemeinen Koordi-
natentransformation (AKT). Dieses folgt aus dem Transformationsverhalten
der Koordinatendifferentiale,

dz™

da'® (2.3)

= ax/k

und der Koordinatenunabhéngigkeit des Tensors g = gix(7)dz'®@da* bzw. des

“Linienelements” (= infinitesimalen Abstandsquadrats) ds? = — g (7)dxidx*:
ox™ Oz"

Dies ist das Verhalten eines kovarianten Tensorfelds 2. Stufe.

Das Tensorfeld g;;(x) enthélt die gesamte Information iiber das Gravita-
tionsfeld, weil sich aus ihm die Kenntnis der Koordinatentransformationen
ergibt, die LISe um verschiedene Punkte ineinander iiberfiithren. Physikalisch
beinhalten diese Koordinatentransformationen aber die Kenntnis der relati-
ven Beschleunigungen zwischen diesen Systemen. Zusammenfassend kénnen
wir also sagen: Das Gravitationsfeld wird beschrieben durch ein metrisches



Tensorfeld g;;(z) auf einer vierdimensionalen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit, das in jedem Punkt auf die Normalform 7, transformiert wer-
den kann. Wegen der Symmetrie von 7 ist g;x = gi;. Die erwdhnte Ein-
schrinkung an das metrische Tensorfeld besteht darin, dass die durch die
Koeffizienten g (z) bestimmte quadratische Form eine eindeutige Normal-
form hat (vgl. den Sylvesterschen Tréigheitssatz der linearen Algebra). Die
in der Normalform geforderte Reihenfolge der Vorzeichen (-,+,+,+) wird als
Lorentz-Signatur bezeichnet, das eben erhaltene mathematische Modell
der Raum-Zeit als Lorentz-(oder pseudo-Riemannsche) Mannigfaltigkeit.

2.1.3 Bewegung im Gravitationsfeld

Wir interessieren uns fiir die Weltlinien frei fallender Testteilchen im Gravi-
tationsfeld und setzen diese zunéchst als zeitartig voraus, d.h. die Weltlinie
habe iiberall zeitartigen Tangentenvektor. Zwei Ereignisse heiflen zeitartig ge-
trennt, wenn es keine (differenzierbare) raum- oder lichtartige Verbindungs-
linie zwischen ihnen gibt.

Gesucht: Verallgemeinerung der geradlinig gleichférmigen Bewegung im Min-
kowskiraum.

Losung: Ubernehme die Charakterisierung dieser Bewegung durch ein Varia-
tionsprinzip: Die Weltlinie “freien Falls” C, die die beiden zeitartig getrennten
Ereignisse P; und P, verbindet, hat die Eigenschaft maximaler Linge (Ei-
genzeit) oder

—L%zmn (2.5)

Diese Eigenschaft definiert die geodétische Linie oder kurz Geodéite, die die
beiden Punkte P, und P verbindet. Das Variationsproblem (2.5) hat lokal
(d.h. bei nicht zu grofer Trennung der Punkte) eine eindeutige Losung und
148t sich auf eine Differentialgleichung zuriickfithren. Dazu wéhlen wir eine
beliebige Parametrisierung (da wir nur an der Differentialgleichung interes-
siert sind, ist die Annahme, dass C in einem einzigen Koordinatengebiet liegt,
keine Einschrinkung) A — x*()) fiir C (aus der Linie wird dadurch eine Kur-
ve). = ds = \/—ggd'i*d\ = —Ld\, "= d/d\. Das Variationsproblem lautet
nun

Smm:/ﬂ@@w:mn (2.6)

A1
mit Randbedingung: z(\;), (\2) fest. =
0S oL d 0L

S = or  anoi (2.7)
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]_ kol dglk.it‘k ]_ dL -k 1 kel ]. .k
= — i = — = ———=——0; — ik, —3; .
oL M T NTL L2 ax It I gk

Wiihle A o< Bogenléinge (Eigenzeit) s = % = 0.

mit Ty = 5 (Gitot +Gitsk —Grti )-
Uberschieben dieser Gleichung mit der inversen Metrik

liefert schliellich die Geodéatengleichung
im 4+ T ahat =0, (2.9)

in der das Christoffel-Symbol (2. Art)

I = %glm(gik;l +Gitsk —Gkivi ) (2.10)
auftritt.

Die Herleitung der Geodétengleichung (2.9) bleibt auch im Fall raumarti-
ger Trennung der beiden Randpunkte richtig und fithrt dann auf raumartige
Geodéten. Lichtartige oder Nullgeodéten sind als lichtartige Losungen der
Geodéitengleichung definiert. Allerdings lassen sie sich nicht auf das Variati-
onsproblem (2.5) zuriickfithren, da in der Herleitung der Geodéatengleichung
durch L dividiert wurde und dieses im lichtartigen Fall verschwindet. Der
Parameter - er sei im allgemeinen Fall 7 genannt - hat dann nicht mehr die
Bedeutung einer Bogenlédnge oder Eigenzeit. Offenbar ist die Geodétenglei-
chung invariant unter einer affinen Parametertransformation 7 — a7 + [,
weshalb 7 als affiner Parameter bezeichnet wird. Ein alternatives Variati-
onsprinzip, das die Geodétengleichung (2.9) auch im lichtartigen Fall liefert,
ist durch die Lagrangefunktion

/ 1 1k
L' = —gy(x)i'z
2
definiert. Die durch L’ definierte Wirkung hat keine geometrische Bedeutung,
wenn die Geodétengleichung nicht erfiillt ist. Sie ist der Prototyp einer Klas-
se von Wirkungen, die in der Feldtheorie als nichtlineare Sigma-Modelle be-
zeichnet werden (wobei insbesondere der eindimensionale Parameterraum zu
einer hoherdimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit verallgemeinert wird).
Deren Losungen heiflen harmonische Abbildungen (wave maps).
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2.1.4 Newtonsche Niherung der Geoditengleichung

Annahme 1: Schwaches Gravitationsfeld = 3 KS so dass gix(z) = nix +
2hi(x), [hi| < 1, |higy | < 1. (Diese Koordinatenbedingung ist sehr speziell
und nicht einmal lorentzinvariant!)

Annahme 2: v < 1 = i ~ (1,0)

d2i )
:»d—‘/’“;JrF’OO:o, ds ~ div/1T — 0 ~ di
S
x>
$W+Foozo, a=1,2,3,

A , 1
0 = 9 Tioo = N Tioo = L'aoo = 5(2%0,0 — 90050 )-

Annahme 3: Gravitationsfeld statisch = ') = —3go0.a
>z 1 L
= gz~ g900:a = Noosa

= —hgy = V ist das Newtonsche Gravitationspotential.
= Linienelement in Newtonscher Niherung der Bewegungsglei-
chungen:

ds® = (1 +2V)dt* — di”. (2.11)

Da die Christoffel-Symbole aus den ersten Ableitungen der Metrik gebildet
werden, haben sie die physikalische Bedeutung von “Feldstérken”.

Im Sonnensystem sind die Voraussetzungen der Newtonschen Naherung
sehr gut erfillt: Mit V' = —GM/r erhalten wir

2V 2M
2hoo = Tz
OM = 2c;M (2.12)

ist der sogenannte Schwarzschild-Radius der Masse M. Fiir die Sonne er-
halten wir aus My ~ 2 x 103°kg den Schwarzschild-Radius 2Mq =~ 3km.
Da das Potential im freien Raum des Sonnensystems auf der Sonnenober-
fliche den tiefsten Wert annimmt und ihr Radius Re & 7 x 10°km ist, folgt
|hi] < 107° im Sonnensystem. AuBlerdem sind hier die Geschwindigkeiten
aller Himmelskorper sehr klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit.
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2.2 Tensoranalysis

2.2.1 Riemannsche Normalkoordinaten

Wir betrachten alle Geoditen, die von einem Punkt P mit Koordinaten (z)
ausgehen und parametrisieren diese affin so, dass 7 = 0 in P. In einer Um-
gebung von P liegt jeder Punkt () auf genau einer solchen Geodéite mit
Anfangsdaten (zf,u§) und zum Wert 7o des affinen Parameters. Die Ab-
bildung @ — y' = ulrg definiert ein lokales Koordinatensystem (y*), das
geoditisches Koordinatensystem genannt wird. In diesem KS sind die
Koordinatengeraden 3° = ¢t Geoditen, insbesondere die Koordinatenlinien
(¢ =68, m = 0,1,2,3). Sei g;; die Metrik in diesem KS. Die Geodéten-
gleichung §* + T%,77y* = 0 hat dann laut Konstruktion des KS Loésungen
y' = dr = Ti(0)dcd = 0 Ve = T4 (0) = 0 = gijx(0) = 0 wegen
ik + Fjik = Gijsk- AuBerdem ist g;;(0) = n;; erreichbar durch eine linea-
re KT y' — C";7.

(DEF) Riemannsches Normalkoordinatensystem (RNKS) = geodéti-
sches KS mit ¢;;(0) = n;;. Ein RNKS ist Spezialfall eines LIS. Ein solches
hat die Eigenschaften

(DEF) LIS: g;;(0) = n4j, gijor (0) = 0. Wir werden in Kap. 4 (Ubungsaufga-
be) sehen, dass diese Bedingungen nicht nur in einem Punkt, sondern sogar
entlang einer beliebigen Linie erfiillbar sind. Mit der eben gemachten Prézi-
sierung eines LIS sehen wir riickblickend, dass wir fiir die mathematische
Beschreibung des Gravitationsfeldes gar nicht die Existenz von LISen, son-
dern nur die einer allgemeineren Klasse von KSen benétigt haben, ndamlich:

(DEF) Lokales Lorentzsystem (LLS): g;;(0) = n;;.

2.2.2 Tensorfelder

Ein (Koordinaten-)Tensorfeld vom Typ (m,n) (m-fach kontra- und n-fach
kovariant, m+n heifit die Stufe) ist durch folgendes Transformationsverhalten
seiner Komponentenfunktionen unter AKTen charakterisiert:

111 Iim, A In
Ox ox"™ Ox oT™ ki
Ok Oxkm Ox'in ox'in biwln

T’“"'“;lmjn(:p’) (x). (2.13)
Die Metrik erlaubt es, den Typ (aber nicht die Stufe) eines Tensorfeldes
durch Indextransport (Uberschieben mit den kovarianten bzw. kontravari-
anten Komponenten der Metrik) zu dndern. Wir fassen die so erhaltenen
verschiedenen Versionen der Komponenten eines Tensorfeldes als verschie-
dene mathematische Beschreibungen ein- und desselben physikalischen Ob-
jekts auf. Ungeachet dessen hat aber jedes solche Objekt eine “natiirliche”
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Indexstellung. Z.B. lautet die kovariante Version eines kontravarianten Vek-
torfeldes v; = g;;07, umgekehrt v* = ¢g“v;, usw. Wegen der Existenz der
Metrik ist die Operation der Spurbildung oder Kontraktion nicht nur fiir
gemischte Tensoren, sondern fiir beliebige Tensoren der Stufe > 2 definiert,

Die fundamentale Rolle von Tensorfeldern in der Physik folgt aus ihrem
koordinatenunabhéngigen Charakter (nur ihre Komponenten hingen vom
gewihlten KS ab). Die Grundgleichungen der ART werden “allgemein ko-
variant” formuliert, d.h. sie nehmen in jedem KS dieselbe Form an. Jede
derartige Gleichung 148t sich als das Verschwinden eines Tensorfeldes dar-
stellen.

2.2.3 Die kovariante Ableitung

Die partielle Ableitung eines Tensorfeldes ist i.a. kein Tensorfeld, z.B. ist im
Falle eines kontravarianten Vektorfelds
o' 9x™ 9" . Ox™ It
— . /U "n + - ,U Y
ox7 0z 0x™ ox"7 dx™Oxn

was sich vom Transformationsverhalten eines Tensorfeldes vom Typ (1,1)
durch einen Zusatzterm unterscheidet. Wie schon aus der klassischen Mecha-
nik und SRT bekannt, ist aber die partielle Ableitung in speziellen (“physi-
kalischen”) Koordinaten durchaus sinnvoll. Daher

(DEF) Kovariante Ableitung eines Tensorfeldes in P = Tensor definiert
durch die partielle Ableitung in einem LIS mit P als Ursprung. Damit ist die
kovariante Ableitung eines Tensorfeldes vom Typ (p,q) selbst ein Tensorfeld
vom Typ (p,q+1). In Formeln:

ViTj“' P— T oo i =TI o i im Ursprung eines LIS.

= V,f = 0;f, falls f skalar und V,g;; = 0, d.h. das metrische Tensorfeld ist
kovariant konstant.

Berechnung der kovarianten Ableitung in beliebigen Koordinaten:
Die kovariante Ableitung ist laut Definition eine lineare Operation —
Ansatz: Viv' = v’ +L 07 (linearer “Korrekturterm”) = L', = 0 im Ur-
sprung eines LIS.

Tatséichlich ist L', =T",, (Beweis: Ubungen).

Erweiterung auf beliebige Tensorfelder:

Skalare: V,;f = 0, f ist Kovektor.

Kovektoren: u'v; ist skalar, V erfiillt wegen seiner Definition die Leibnizregel,
also

Vi(u'vy) = (Veud)v; + uiViw; = Vv = Opv; — T v (Beweis: Ubungen).
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Tensoren hoherer Stufe transformieren wie Produkte von Vektoren und Ko-
vektoren =

= O T

oo I m
Zusammenfassend: V ist linear, erfiillt die Leibniz-Regel und erhéht die Ko-
varianzstufe des Tensorfeldes um 1.

(DEF) Absolute Ableitung eines Tensorfeldes entlang einer Kurve z(\) =

kovariante Ableitung in Richtung der Tangente, notiert als

D __. 4 da*
T =T . 2.15
) . etk (2.15)
Z.B. ist fiir eine zeitartige Weltlinie z7(s)
Dz ., dr i
=a' i = =u
ds " ds
die Vierergeschwindigkeit und
D*¢' Du' .
ds?  ds e =9

die Viererbeschleunigung. Die Geodétengleichung (2.9) lasst sich manifest
kovariant auch als '
D2t
ra
schreiben. Vom Standpunkt der ART ist also die freie Fallbewegung unbe-
schleunigt.

=0

2.3 Riemann-Tensor und Einsteinsche Feld-
gleichungen

2.3.1 Geoditische Deviation

Wir betrachten zwei benachbarte Geoditen z'(7), y'(7) = ' + dx'. Der
“infinitesimale Verbindungsvektor” dz‘(7) (héngt von der relativen affinen
Parametrisierung durch 7 ab) wird auch als Jacobi-Feld bezeichnet. In einem
echten Gravitationsfeld ist die Relativbeschleunigung D?§z'/dr? von Null
verschieden und daher als Kriterium fiir die Echtheit von besonderem Inter-
esse. Sie lasst sich aus der Geodatengleichung berechnen: Bilde die Differenz
der beiden Gleichungen

B4 68+ T (2 + 0x) (27 + 047) (2" + 6%) = 0
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i+ T ()i i" =0,

behalte nur Terme linear in dz und seinen Ableitungen und bestimme daraus
§7". Setze dies ein in

D2 d % ] 7 - J J mn\ Lk

ﬁéx dT((Sx + 1,007 8%) + T (647 + 17, 0a™i") i
(wiederum entwickelt nur bis zur 1. Ordnung in éx) und verwende die Geodéten-
gleichung fiir #*. Das Resultat 148t sich zusammenfassen zur geodétischen
Deviationsgleichung

D? ksl
F(Sx = szklz]z ox', (2.16)
worin ' 4 ' ' 4
R =T = Ty + T T — T T (2.17)

den Riemannschen Kriimmungstensor (Riemann-Tensor) definiert. Die-
ser beschreibt, da aus den ersten Ableitungen der “Feldstiirken” I' ik gebil-
det, die “Gezeitenbeschleunigungen” und ist von zentraler Bedeutung fiir die
ART. Aus der Definition (2.17) folgen die algebraischen Symmetrien

Ry =—R'y, (2.18
Rijki = Ry, (2.19

Es hat den Anschein, dass (2.16) (ausgewertet als quadratische Form in &
den Tensor R i Dicht eindeutig festlegt, sondern nur den symmetrischen
Anteil

)
)
)
)

1
2
Tatséchlich ist aber der Riemann-Tensor auf Grund seiner algebraischen
Symmetrien durch seinen symmetrischen Anteil eindeutig bestimmt. Wegen
dieser Symmetrien sind auch nur 20 Komponenten des Riemann-Tensors al-
gebraisch unabhéngig. Der Beweis dieser Tatsachen sowie der algebraischen
Symmetrien selbst erfolgt in den Ubungen. Der Riemann-Tensor erfiillt auch
eine wichtige Differentialidentitat, ndmlich die Bianchi-Identit&t

Ri(jk)l = (R’ gl t le]l)

Rijkl;m + Rijmk;l + Rijlm;k =0 (221)

(Beweis — Ubungen bzw. Kap. 4). Sie reduziert die Zahl der funktional
unabhéngigen Komponenten auf 6 (— Kap. 4). (Die Bianchi-Identitét er-
innert an die homogenen Maxwell-Gleichungen in kovarianter Schreibweise,
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Fij i + Fii + Fij = 0. Tatséchlich ist der Riemann-Tensor ein mathemati-
sches Analogon des Feldstéirkentensors Fj. Er ist namlich aus den Christoffel-
Symbolen so gebildet wie der Feldstérkentensor einer nichtabelschen Eich-
theorie aus den Eichpotentialen, wobei die relevante Symmetriegruppe hier
die Lorentzgruppe ist. Physikalisch entspricht der Riemann-Tensor allerdings
dem Gradienten einer Feldstérke.)

Aus der geoditischen Deviationsgleichung (2.16) folgt als Kriterium fir die
Echtheit des Gravitationsfeldes

Rijkl =0 & gi; Minkowskisch. (2.22)

Eine Raum-Zeit mit R’;;; # 0 heifit gekriimmt, ansonsten flach. Die Be-
griindung fiir diese Terminologie erfolgt in Kap. 4. Die Echtheit des Gravi-
tationsfeldes entspricht also genau der Kriimmung der Raum-Zeit.

2.3.2 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Jede klassische Feldtheorie basiert auf zwei Typen von Grundgleichungen: der
Bewegungsgleichung fiir Testteilchen im vorgegebenen Feld und den Feldglei-
chungen, die festlegen, wie das Feld durch Quellen erzeugt wird (der erste
Typ 148t sich aus dem zweiten gewinnen, s. das Ende dieses Abschnitts). Die
Feldgleichung der Newtonschen Theorie lautet
AV = 4rGp, p...Massendichte.
Die linke Seite dieser Gleichung hat eine Beziehung zur Gezeitenbeschleuni-
gung, die sich analog zur geodétischen Deviationsgleichung als
d*x® d>
6W =0(-V,u) = ﬁ(ha = —V,ap 02"
darstellen lasst. Das legt folgende relativistische Verallgemeinerung nahe: Der
“Gezeitentensor” V,,g entspricht in der geoditischen Deviationsgleichung
(2.16) dem Term —R%; 477", wenn 62° = 0 gesetzt wird. Die Newton-
sche Vakuumfeldgleichung V., = 0 hat daher die kovariante Entsprechung
— Rl u/uf = 0 Yu oder
R, =0 (2.23)

mit dem Ricci-Tensor

Rjk = R;kz = Rkj. (2.24)

Damit sind bereits die Vakuumfeldgleichungen der ART gewonnen.

Bei Anwesenheit von Materie ist noch die rechte Seite der Newtonschen Glei-
chung zu verallgemeinern. In der SRT ist die Masse ein Aspekt des Energie-
Impulses, und dessen Dichte wird durch den Energie-Impuls-Tensor (EIT)
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Tix(z) beschrieben. Aus Kovarianzgriinden muss dieses Tensorfeld als Quell-
term der gesuchten relativistischen Feldgleichungen auftreten (insbesondere
ist die Massendichte p gleich €/c* = (1/c¢*)Tyy mit der Energiedichte € zu
setzen). Nach den bisherigen Uberlegungen wire also

—Rij o< Ty, 7

ein Kandidat fiir die gesuchten Feldgleichungen. Dieser Ansatz fithrt aber
auf einen Widerspruch. Denn in der SRT ist der EIT eines abgeschlosse-
nen Systems divergenzfrei, Tiﬁc = 0, woraus bekanntlich die Energie-Impuls-
Erhaltung folgt. Gem&f dem Aquivalenzprinzip verallgemeinert sich diese
Eigenschaft in der ART zur kovarianten Divergenzfreiheit,

T = 0. (2.25)

Daran ist zunéchst bemerkenswert, dass aus dieser Gleichung kein Erhal-
tungssatz folgt, weil der Satz von Gaufl nur fiir partielle, aber nicht fiir kova-
riante Ableitungen gilt. Der physikalische Grund ist, dass das Gravitations-
feld nicht als Bestandteil des abgeschlossenen Systems aufgefasst wird, aber
selbst auch Energie-Impuls tragt (dessen Lokalisierung allerdings Schwierig-
keiten bereitet). Wegen der Universalitét der Gravitation muss der Quellterm
der Feldgleichung die Beitrige aller Systembestandteile (Materie und nicht-
gravitative Felder) umfassen und erfiillt daher automatisch Gl. (2.25). Die
linke Seite unseres Ansatzes fiir die Feldgleichungen (der Ricci-Tensor) ist
aber i.a. nicht kovariant divergenzfrei, und dies zusétzlich zu fordern ist ei-
ne zu starke Einschrinkung (sie impliziert ndmlich R oc T', = const). Es
erscheint natiirlicher, den Ricci-Tensor zu einem Tensor zu modifizieren, des-
sen kovariante Divergenz identisch verschwindet. Dies gelingt mit Hilfe der
Bianchi-Identitét (2.21): Uberschieben wir diese Gleichung mit 6;* und g7,
erhalten wir

—R +2R' ., =0, (2.26)
wobei der Kriimmungsskalar durch
R := ¢"* Ry (2.27)

definiert ist. Mit der Definition des Einstein-Tensors

1

schreibt sich die (zweifach) kontrahierte Bianchi-Identitéit (2.26) als
G, =0. (2.29)

m;
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Ein mathematisches Theorem (Lovelock) besagt, dass Gy tatséchlich der
einzige aus g;; und deren partiellen Ableitungen gebildete Tensor 2. Stufe ist,
dessen kovariante Divergenz verschwindet (neben gy selbst; es sind beliebig
hohe Ableitungen zugelassen).

Die Ausfithrungen des letzten Absatzes fithren auf die Einsteinschen
Feldgleichungen (Einstein-Gleichungen)

Da im Newtonschen Grenzfall (v’ ~ (1,0))

und
T, = eujuy, = €0i00ko

(staubartige Materie), folgt aus

1
Ry, = Gy, — §gikglmGlm (2.31)
(:> ROO ~ G00/2> und (230)
G
K= 8%;. (2.32)

Wegen der Symmetrie des Einstein-Tensors (2.28) und der kontrahierten
Bianchi-Identitdt (2.29) sind die Einstein-Gleichungen ein System von 10 —
4 = 6 unabhiingigen nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen fiir die
10 algebraisch unabhéngigen Komponenten des metrischen Tensors. Daher
ist zu erwarten, dass die Losungen in Klassen mit je 4 freien Funktionen
zerfallen. Diese entsprechen der Tatsache, dass Losungen nur bis auf AKTen
bestimmt sind. Der Riemann-Tensor und daher auch der Einstein-Tensor ist
linear in den 2. Ableitungen der Metrik (allerdings hingen deren Koeffizien-
ten von der Metrik ab). Aus diesem Grunde sind die Einstein-Gleichungen
quasilinear. Bemerkenswert ist auch, dass die ART die Symmetrie des EIT
voraussetzt. Das hat Anlass zu Verallgemeinerungen der Theorie in Hinblick
auf nichtklassische (fermionische) Materie gegeben. Eine unmittelbare phy-
sikalische Konsequenz der Einstein-Gleichungen und der oben verwendeten
physikalischen Bedeutung von Ry ist, dass in der ART wegen (2.31) nicht
nur €, sondern (im Fall eines idealen Fluids) € + 3p zur schweren Masse einer
isolierten Materieverteilung beitrégt, d.h. auch Druck wirkt anziehend.

Die Einstein-Gleichungen implizieren die Geodéatengleichung fiir struktur-
lose Testteilchen. Beweis: Betrachte eine Ansammlung von solchen Teilchen
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— Kontinuumslimes: Staub = T}, = eu;u;. Daher
0=V, T% = u'Vi(euf) + e V,u' . (2.33)
W

Angenommen, die Vierbeschleunigung erfiillt a # 0. Dann sind wegen u‘a; =
0 v und a linear unabhéngig, und aus (2.33) folgt ¢ = 0. Daher folgt aus
e # 0, dass a = 0, d.h. die Geoditengleichung. (Auflerdem folgt die Konti-
nuititsgleichung Vi(eu®) = 0.)
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Kapitel 3

Linearisierte
Gravitationstheorie

3.1 Lineare Ndherung der Feldgleichungen

3.1.1 Feldgleichungen und Newtonscher Grenzfall

Wie in 2.1.4 setzen wir g = i + 2hy mit einer kleinen Korrektur hg
voraus, so dass h'; =~ n"hj;. Betrachten wir nun eine infinitesimale Koordi-
natentransformation

g = 1"+ 20" (2'), A*~0, Ah ~0.

ox™ Ox"
= nik+2h;k - ggk = ngmn = (5T+2Am7i )(5nk+2An’k )(nmn+2hmn) =
R = hik + Ni g + Mgy, (3.1)

wo A; = 1, A™. Gleichung (3.1) beschreibt eine abelsche “Eichtransforma-
tion”, d.h. das Resultat zweier solcher Transformationen hédngt nicht von
ihrer Reihenfolge ab. Der Riemann-Tensor der linearen Niherung, R’ K=
Fiﬂ,k — Fijk,l mit I = hijr + hik; — hjrs, ist eichinvariant (s. Ubungen),
daher auch der Ricci-Tensor

_ 1 1
Rij = Rlijl = hll,ij - hil i hlj,il + hij I (3-2)

Wie in der Elektrodynamik vereinfacht sich die linke Seite der Feldglei-
chungen durch Auferlegen einer Eichbedingung. Das Analogon zur Lorenz-
Eichung ist die harmonische Eichbedingung

1
hy" — §hkk,z‘ = 0. (3.3)
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Sie ist lokal immer zu erreichen: Angenommen, (3.3) ist nicht erfiillt, dann
existiert eine Eichtransformation h}, = h; + A + Ay, so dass hj, die har-
monische Eichbedingung erfiillt. Dazu ist das Vektorfeld A* nur so zu wihlen,
dass OA; = —(hy," — 1hE,) mit dem d’Alembert-Operator O = 770;0; gilt
(s. Ubungen). In den Ubungen wird auch gezeigt, dass die harmonische Eich-
bedingung (3.3) aus der harmonischen Koordinatenbedingung

O,2" =0 (3.4)

folgt, wobei B
Dg = g”ViVj. (35)

Einsetzen der harmonischen Eichbedingung in (3.2) vereinfacht den Ricci-

Tensor zu

Da Ry, = G — %gikGll, lauten die linearisierten Einstein-Gleichungen
in der harmonischen Eichung

1
Ohig = =k (T = 5T, h. (3.7)
Betrachten wir nun den Newtonschen Grenzfall T}, = diag(e,0,0,0)
zeitunabhéangig:
= Ohy =0 f. i #k,

Dh”:—SE ZZO, ,3

Im statischen Fall (h;;, zeitunabhéngig) reduziert sich der d’Alembert-Operator
auf den Laplace-Operator, und die letzte Gleichung daher auf die Poisson-
Gleichung

Ah;; = —4nGe (3.8)

fiir die Komponenten h;;, die daher mit dem Negativen des Newtonschen
Potentials V' zu identifizieren sind. Wir erhalten somit aus der Newtonschen
Néherung der Feldgleichungen das Linienelement in 1. post-Newtonscher
Naherung

ds® = (14 2V(2))dt* — (1 — 2V (Z))d>. (3.9)

Man beachte, dass zwar die Quelle als schwach, druckfrei und statisch vor-
ausgesetzt, aber keinerlei Einschréinkung an die Geschwindigkeit von Testteil-
chen gemacht wurde. Daher enthélt das Linienelement (3.9) mehr Informati-
on als das Linienelement (2.11) und geht damit bereits iiber die Newtonsche
Theorie hinaus.
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3.1.2 Das elektromagnetische Analogon

Der Energie-Impuls-Tensor hat die allgemeine Form

(Tik) = ( _65 _fT ) , (3.10)

wo S die Energiestromdichte (Impulsdichte) bedeutet. Definieren wir

ik = D — (3.11)
wird die harmonische Eichbedingung (3.3) zu
P =0 (3.12)
und die linearisierte Feldgleichung (3.7) zu
Uiy = —KT5g (3.13)
= Ly = KkS; (3.14)
mit der Vierer-Energiestromdichte
(Si) = (—¢,S) (3.15)

(kovariant: S* = —T"% u”* ist die physikalische Vierer-Energiestromdichte ge-
messen von einem Beobachter mit Vierergeschwindigkeit u). Der Vergleich
mit den Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Viererpotential in
der Lorenz-Eichung (in Gauf’schen Einheiten)

mit

liefert die formale Korrespondenz
1

Mit der Umkehrung von (3.11),

1
hir, = i, — §T]ik1/)lz = hoa = Yoas
folgt insbesondere die Entsprechung
hoa <> —2A,. (3.17)

Wir erwarten daher eine “gravimagnetische” Wechselwirkung von Ener-
giestromen analog zum klassischen Magnetismus von Ladungsstromen (die
englische Bezeichnung fiir Gravimagnetismus ist “gravitomagnetism”). Diese
Analogie wird im Abschnitt 3.2 mit den Bewegungsgleichungen vervollsténdigt.
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3.1.3 Allgemeine Losung der linearisierten Einstein-
Gleichungen

Die Feldgleichungen (3.7) konnen bei gegebener Quelle mit der retardierten
Greenfunktion (entsprechend einem verschwindenden einlaufenden Feld) fiir
den d’Alembert-Operator,

1

GT€t<t, i-‘) = 47T|f|

o(t — |21),

gelost werden:
06" (z) = —6W(z) =

Tt — |7 = #1,#) = dnuTy (¢ = |7 — 7], @)

ha(t, 7) = 2G / ddz =k

(3.18)

|7 — 7|

Insbesondere erhélt man fiir ein isoliertes System (konzentriert um r = |Z| =
0), falls  >Ausdehnung des Systems,

2G 1
hoo(t,1) = 25 / 2 (T + 5T e (3.19)

r

GemaB der SRT ist die trage Masse (im Schwerpunktsystem) gegeben durch
My, = P = / a1,

Fiir “normale” Materie (Druckterme vernachléssigbar) gilt

7}[ ~ _TOO =V = _hOO = — = Mg,act = Min7

also die Gleichheit von aktiver schwerer Masse und tréger Masse, wie zu
erwarten. Allgemeiner 148t sich zeigen (Ubungsaufgabe), dass jede stationdre
Energie-Impulsverteilung das asymptotische Feld

(3.20)

erzeugt.
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3.2 Linearisierte Bewegungsgleichungen

3.2.1 Gravimagnetismus

Mit Beibehaltung der Terme erster Ordnung in ¥ (¢ ~ (1,7)) lauten die
Raumkomponenten der Geodétengleichung

i+ T%, 4 20%,i” ~ 0. (3.21)
Im stationdren Feld der linearen Néherung ist
Fozoo ~ _hOO,m

[0 = Laog & hao,s — hop,a-

Die linearisierte Bewegungsgleichung im stationéren Feld lautet daher
i = hooa — 2(hoa,s — hog,a)i’.

Wegen hj, = 1, — %mkwl , folgt daraus im druckfreien Fall (¢,5 = 0)

e 1 .
" = 5%0,@ — 2(Voap — Yop.a)t’. (3.22)

Diese Bewegungsgleichung legt es nahe, gravielektrische und gravimagneti-
sche Feldstérken zu definieren:

Eo 1= —%woo,a - =A%, (3.23)
1
B'y = —5(8a¢05 — 85%@) e Aﬂ,oc — Aaﬁ, (324)

wobei in der letzten Gleichung («, 3, y) zyklisch aus (1,2,3) hervorgehen (vgl.
(3.16). Damit ist

1 . . .
—§(¢0a,5 — opa)i’ = —B,i° + Bsi?

mit (a,d,v) zyklisch aus (1,2,3). Die Bewegungsgleichung (3.22) lasst sich
daher in der Form ) B
T=—-E—-4Ux B (3.25)

schreiben. Die rechte Seite dieser Gleichung hat bis auf einen numerischen
Faktor die Form der Lorentzkraft, allerdings sind die Vorzeichen wegen des
anziehenden Charakters der Gravitation umgekehrt. Der geschwindigkeits-
abhéngige Term ist wesentlich fiir das bereits angedeutete Phanomen des
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Gravimagnetismus. Z.B. liefert er einen abstoflenden Beitrag zur Kraft,
die zwei parallele Massenstrome aufeinander ausiiben (der aber von der im-
mer vorhandenen Newtonschen Anziehung dominiert wird).

Folgende gravimagnetische Effekte sind von fundamentalem Interesse:

1. Die Beeinflussung von Satellitenbahnen um rotierende Zentralkérper
(Thirring-Lense-Effekt(1918)):

a) Prazession der Bahnebene = konstante Wanderung des aufsteigenden
Knotens in Rotationsrichtung. Der Effekt wurde durch die lasergestiitzte Ver-
messung der Bahnen zweier kiinstlicher Erdsatelliten mit der Bezeichnung
LAGEOS verifiziert. Die erwartete Prézession von ca. 0,03” /Jahr wurde im
Zeitraum 1993/01-2003/12 mit einer Genauigkeit von besser als 10 Prozent
bestétigt. Eine weitere qualitative Bestatigung des Effekts erblickt man in
den sogenannten quasiperiodischen Oszillationen der Intensitéit der Rontgen-
strahlung von Akkretionsscheiben um Neutronensterne und Schwarze Locher.
Diese Oszillationen entsprechen einer Prazessionsfrequenz in der Gréflenord-
nung von 50 Hz!

b) Prizession der Periapsis = konstante Anderung des Arguments der

Periapsis. Sie wurde ebenfalls mit den LAGEOS-Satelliten (mit Periapsis =
Perigdum) verifiziert, fir die sie ca. 0,05” /Jahr ausmacht.
Im Fall der Erde werden die Effekte a) und b) von den gleichartigen, aber
viel groBeren Effekten iiberdeckt, die die Abweichung des Geoids von der Ku-
gelgestalt (insbesondere das Massenquadrupolmoment J;) schon geméf der
Newtonschen Theorie erzeugt.

2. Spin-Spin-Wechselwirkung
Dieser Effekt ist das exakte Analogon zur Prizession eines rotierenden ma-
gnetischen Dipols (Elementarteilchen mit magnetischem Moment) im dufle-
ren Magnetfeld, verursacht durch das Drehmoment
ds

=X B, (3.26)

wo § der Eigendrehimpuls des Dipols und

1 q
i = §/d3xf>< 7(@)

das magnetische Dipolmoment ist. Der entsprechende gravimagnetische Ef-
fekt folgt geméaf der Bewegungsgleichung (3.25) aus der Substitution i — m,
B — —4B mit dem “gravimagnetischen Moment”

1 B}
m:§/d3xfx5(f):

8.

DN | —
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Da S hier die Rolle der passiven gravitativen Ladungsssstromdichte hat,
ist es nicht mit G zu multiplizieren; auflerdem kommt die Bedeutung von
S als Impulsdichte zum Tragen. Das gravimagnetische Moment ist also im
wesentlichen der Drehimpuls (da im stationédren Fall divS = 0, kommt es
auf die Wahl des Koordinatenurspungs nicht an, vgl. die Magnetostatik).
Ein gravimagnetischer Dipol wird daher durch einen symmetrischen Kreisel
realisiert. Fiir einen solchen iibersetzt sich (3.26) in die Prézessionsgleichung

d_» — —
& mx4B=28x5, (3.27)
dt
woraus man die gravimagnetische Prdzessionsfrequenz
Q=28 (3.28)

abliest. Es ist naheliegend, ein frei fallendes Bezugssystem (FFS) so zu
definieren, dass in einem solchen ein Kreisel konstanten Drehimpulsvektor §
hat (eine mathematische Definition eines FFS wird am Ende dieses Kapitels
gegeben). Damit gewinnen wir die Aussage, dass ein FFS i.a. relativ zum
stationdren KS der linearen Nédherung rotiert, wobei Q. der Beitrag “fer-
ner rotierender Massen” ist. Dieser “Mitzieheffekt” (engl. “frame dragging”)
kann als eine Realisation des Machschen Prinzips aufgefasst werden, das das
Phénomen der Tragheit iiberhaupt als eine Konsequenz der Existenz solcher
ferner Massen erkért. Die volle Giiltigkeit dieses Prinzips in der ART ist je-
doch umstritten. AuBerdem ist €, nicht der einzige Beitrag zur Prézession
frei fallender Kreisel im Gravitationsfeld, sondern er wird i.a. von der noch
zu besprechenden geoddtischen Prizession dominiert.

Experimentell interessant ist vor allem die durch die Erdrotation her-
vorgerufene gravimagnetische Prazession. Ndhern wir die Erde als eine starr
rotierende Kugel mit Drehimpuls f, dann erzeugt ihr gravimagnetisches Di-
polmoment M = %j ein reines Dipolfeld. Der Vergleich mit dem Magnetfeld
eines magnetischen Dipols mit Moment /i,

53 Zgn i

n

=R

liefert mit der Substitution g — GM sofort

(J )i —J

G, — 28— G° (3.29)

3
Diese Frequenz ist auch auf der Erdoberfliche sehr klein. Bevor wir auf ihre
Messung eingehen, noch eine Bemerkung zum Machschen Prinzip. Der Dreh-
impuls ferner um uns rotierender Massen mit Gesamtmasse M und Winkel-
geschwindigkeit w ist von der GréBenordnung J ~ Mr?w

GJ GM M
Qm~—3~ W~ —Ww.
r T T
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Daraus lesen wir den “Mitziehfaktor” ~ M /r (halber Schwarzschildradius
von M durch Abstand) ab. Dieser Mitziehfaktor konnte im Fall eines ge-
schlossenen Universums durchaus dem Wert 1 nahekommen, der exakt dem
Machschen Prinzip entspréche.

Die Messung der gravitativen Spin-Spin-Wechselwirkung wurde nach ei-
nem Vorschlag von Schiff (1959) endlich durch das Satellitenexperiment Gra-
vity Probe-B realisiert. Dabei handelt es sich um elektrostatisch “aufgehéng-
te” Kreisel innerhalb eines Satelliten auf einer polaren Erdumlaufbahn in 640
km Hohe. Die Theorie sagt fiir diese eine mittlere Prézessionsfrequenz von
Q,,=0,04” /Jahr voraus (Ubungsaufgabe). Allerdings gibt es noch zusétzlich
den “statischen” Effekt der geodétischen Prézession (s. unten) von 6,6” /Jahr.
Die Messperiode 2004/08-2005/08 (353 Tage) wurde durch 6 “Anomalien”
unterbrochen (insgesamt waren dann noch 307 Tage auswertbar), was eine
Messgenauigkeit von 2 Prozent (statt der urspriinglich erhofften 1 Prozent)
fiir die gravimagnetische Prézession und von 0,02 (statt 0,01) Prozent fiir die
geoditische Préazession erwarten lieff. Wegen unerwarteter apparatbedingter
Storungen der Kreiselbewegung dauert allerdings die Datenauswertung noch
mindestens bis September 2008, und bisher ist nur die geodétische Prézes-
sion einwandfrei nachgewiesen. Mehr Details zum Experiment und dessen
Auswertung sind auf der Projekt-Homepage einstein.stanford.edu nachzule-
sen.

3.2.2 Geoditische Prazession und Fermi-Walker-Transport

In einem FFS gibt es keine Spin-Prézession. Diese Bedingung lasst sich ko-
variant als .
Ds'
ds
formulieren (wir werden in Kapitel 4 sehen, dass diese Bedingung die Par-
allelverschiebung des Vierervektors s' entlang der Geodiite bedeutet). Hier
ist

=0 (3.30)

S; = eijklsjkul (331)

der Spin-Vierervektor, der aus dem Pseudotensor €;;;; (im Minkowskiraum
identisch mit dem alternierenden e-Symbol €(i, j, k, 1) (mit €(0,1,2,3) = 1)),
dem Drehimpulstensor (wohldefiniert im Rahmen der linearen Naherung)

sk = /(:chkl — kaﬂ)dJl
5

(3 ist eine raumartige Hyperfliche und do; ihr kovektorielles Hyperflachenele-
ment) des frei fallenden Kreisels und der Vierergeschwindigkeit u* = dz'/ds
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gebildet wird. Er reduziert sich in einem mitfallenden System (u® = 0) auf
s' = (0,5) und ist insbesondere raumartig. Die Gleichung (3.30) ist auch
als Bedingung an die raumartigen Achsenrichtungen eines FFS zu verste-
hen, wenn man s° durch die entsprechenden Richtungsvektoren ersetzt. Diese
Richtungen sind dann nach Wahl eines Anfangsdatums eindeutig festgelegt.
Als zeitartige Richtung kommt die Vierergeschwindigkeit u hinzu, die au-
tomatisch (3.30) erfillt. Wéhlt man die Richtungen aufeinander orthogonal
und als Koordinatenlinien Geoddten mit diesen Richtungen als Anfangsda-
ten, dann definieren die Bogenléngen entlang dieser Geodéten ein natiirliches
frei fallendes Koordinatensystem. Offenbar ist die Eigenzeit der Fallbe-
wegung die Zeitkoordinate.

Experimentell ist man an der Rotation der Kreiselachse “relativ zu den
Fixsternen”, gemessen im mitfallenden System, interessiert. In der linearen
Néherung und im Fall einer Kreisbahn ist die entsprechende Bewegungsglei-
chung

i .
% = Qgeod XS (332)

mit B - .
Qgeod = Qstat + Qm (333)

Hier bedeutet Qsmt den Beitrag der statischen Metrik (3.9), d.h. die geodéti-
sche Préazession im Fall hg, = 0. Wir werden zeigen, dass

— 3 —
Qstat — —5'17 X VV (334)

Bevor wir das tun, bemerken wir noch, dass im Fall einer Erdumlaufbahn
die statische Prézession in der (Z, ¥)-Ebene = Bahnebene, die gravimagneti-
sche Priizession aber um B stattfindet. Die polare Umlaufbahn fiir Gravity
Probe-B wurde deswegen gewahlt, weil auf dieser Qm L ﬁstat ist, was die
Trennung dieser beiden Effekte erleichtert. Die statische Prézession im Gra-
vitationsfeld der Sonne wurde fiir das Erde-Mond-System seit 1987 mit dem
Lunar Laser Ranging verifiziert (sowohl relativ zum “planetary frame” (erd-
zentriertes, nicht rotierendes Bezugssystem) als auch relativ zu weit entfern-
ten Quasaren unter Zuhilfenahme von VLBI (very long baseline interferomety
= Bestimmung der Himmelskoordinaten mit hochauflésender Radioastrono-
mie). (Da Mondbahnebene und Ekliptik nur wenig zueinander geneigt sind,
auBlert sich die Prézession vorwiegend in einer Wanderung des Perigdums,
sodass tatséchlich die Prizession des Lenz-Vektors gemessen wird.)

Herleitung der statischen Prdzession. Geméafl der Definition von Qsmt set-
zen wir das Linienelement

ds® = (1 +2V)dt* — (1 — 2V)di? (3.35)
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und berechnen Ds®/ds. Es gilt

B Ds®

0 dr

= 5%+ 18" = 5% + (haij + haji — hije)s'u’ =

5% + hoa 55" V° + haa,ss V™ — hoo.as® — hgyas V7 &

§% — V(s*0” 4 s%0%) + Vo' + V5707 =

43 B B B
d—j = 5(F-VV) +8(5-VV) = VV (s + 5+ ). (3.36)
Aus (3.31) folgt s;u’ = 0 und daher s = §- ¢. Damit wird (3.36) zu
ds _ _ = Y 2 >
5= S(U-VV)+4(5-VV) =2VV(5- 7). (3.37)

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt eine Dilatation des Spinvek-
tors (und verschwindet im Fall einer Kreisbahn) und ist fiir uns nicht weiter
interessant. Die restlichen beiden Terme enthalten den gesuchten Effekt. Um
dies zu erkennen, bemerken wir, dass zwar die Viererbeschleunigung des frei-
fallenden Kreisels, nicht aber seine kinematische Beschleunigung relativ zu
einem ruhenden Beobachter im Unendlichen verschwindet. Fiir diesen sind
unsere Koordinaten kartesisch, und er wird allein auf Grund der Minkowski-
geometrie die Thomas-Prdzession eines beschleunigten Kreisels messen. Die
Thomas-Prézession impliziert fir kleine Geschwindigkeiten (insbesondere die
hier interessierenden gebundenen Bahnen mit v? ~ |V])

ds | A5 dv )
. omas ~ V(S ——
e dt
(Ubungsaufgabe). Gleichung (3.37) lisst sich daher nach Weglassen des Di-
latationsterms wegen dv//dt = —VV auch darstellen als
d_’ d_‘ = = d_' —
d_j = d_j|Thomas + 227(‘; VV) - 2(6 E)vv = d_j|Th0ma5 + 25 x (U X vv) =
d_’ g — —
d_j’Thomas + Q x §7 Q= -20xVV.

Diese Gleichung bedeutet, dass der Kreisel zusétzlich zur Thomas-Préazession
mit Winkelgeschwindigkeit

QThomas ~ —
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(Ubungsaufgabe) noch mit der Winkelgeschwindigkeit € prizediert. Die phy-
sikalische Prézessionsfrequenz relativ zu einem ruhenden Beobachter im Un-
endlichen (gleichbedeutend mit der Prizessionsfrequenz eines Sterns im frei
fallenden System) ist daher

— — — 3 —
Qstat = QThomas + Q= _577 x VV.

—

(Im Fall einer beliebigen Weltlinie mit Viererbeschleunigung a ist zu Qgeoq
der zusitzliche Beitrag der Thomas-Prézession —30 x @ zu addieren.)

Fermi-Walker-Transport. Durch welche Gleichung wird der Transport ei-
nes Kreisels entlang einer beliebigen Weltlinie beschrieben? Die Antwort folgt
eindeutig aus den Forderungen, dass die gesuchte Gleichung sich im unbe-
schleunigten Fall auf (3.30) reduziert, die Ableitung der Vierergeschwindig-
keit die Viererbeschleunigung ergeben muss und das innere Produkt erhalten
bleibt: ,

Ds'

ds
Diese Gleichung definiert den Fermi-Walker-Transport fiir beliebige (auch
zeitartige) Vierervektoren s. Im Minkowskiraum reduziert sich der Fermi-
Walker-Transport auf die Thomas-Prézession.

Aus dem Fermi-Walker-Transport 148t sich fiir einen beliebig beschleunig-
ten (nicht rotierenden) Beobachter ein optimal angepasstes KS auf folgende
Weise gewinnen: Seien e1(s), es(s), es(s) drei normierte, auf u und unter-
einander orthogonale, entlang der Weltlinie Fermi-Walker-verschobene Vek-
torfelder (alle vier bilden ein sog. orthonormales Vierbeinfeld). Einem (nicht
zu weit von der Weltlinie entfernten) Raum-Zeit-Punkt P kénnen dann auf
folgende Weise Koordinaten zugeordnet werden: Die Zeitkoordinate sei der
Wert von s, fiir den eine auf die Weltlinie orthogonale (raumartige) geodéti-
sche (d.h. von Geoditen aufgespannte) Hyperfliche den Punkt P enthilt. In
dieser Hyperflache existiert eine raumartige Geodéate, die die Weltlinie mit P
verbindet. Der normierte Tangentenvektor ¢ in ihrem Anfangspunkt definiert
dann durch x® = Lt* die rdumlichen Koordinaten von P, wobei t* die Kom-
ponenten von t beziiglich e,(s) und L die Linge der Verbindungsgeodéte
sind. Diese Konstruktion definiert ein Fermi-Koordinatensystem fiir die
Weltlinie. Offenbar stimmt es im Fall einer Geodéte mit dem frither definier-
ten frei fallenden KS iiberein. Entlang der Weltlinie gilt in Fermi-Koordinaten
gir = Mix, im Fall einer Geodite auBerdem I' ik =0.

= (u'aj — a'uy)s’. (3.38)
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Kapitel 4

Mathematische Vertiefung der
ART

4.1 Differentialgeometrie

4.1.1 Mannigfaltigkeiten

Die Raum-Zeit der ART wird als 4-dimensionales Kontinuum modelliert,
dessen globale Topologie aber im allgemeinen nicht mit R* iibereinstimmt.
Fiir eine prézise Formulierung benotigt man die folgenden Definitionen, die
Grundbegriffe der allgemeinen Topologie voraussetzen:

Topologische Mannigfaltigkeit M = topologischer Raum ( Hausdorff (=
punktetrennend) und parakompakt (jede offene Uberdeckung besitzt eine lo-
kal endliche Verfeinerung = 3 Zerlegung der Eins)) lokal homéomorph zum
R" dh. VP € M 3 Up > P, ¥Yp : Up — Op C R" umkehrbar ste-
tig. Up (Kartenumgebung) ist eine offene Menge, die P enthilt. Die Abbil-
dung 1p heilt Karte. Sie definiert lokale Koordinaten durch Up > Q
(2!, ,2").

Einfache Beispiele sind stetige (auch geknickte) Streckenziige (n = 1) im R?
und Flichen (n = 2), die stetig im R? eingebettet sind. Bereits im Fall der
Sphdre stellt es sich heraus, dass die Mannigfaltigkeit nicht durch eine einzige
Karte iiberdeckt werden kann: Die stereografische Projektion schlieit einen
“Pol” aus, das Kugelkoordinatensystem deren zwei. Im Uberlappungsgebiet
zweier Karten wird der Kartenwechsel durch eine stetige Koordinatentrans-
formation beschrieben.

Um differenzierbare Funktionen definieren zu kénnen, benotigt man den Be-
griff
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Differenzierbare (glatte) Mannigfaltigkeit M = n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit mit einer Differenzierbarkeitsstruktur. Eine sol-
che wird definiert durch einen Atlas A = {U,, %o} : M = U, Ua, %o :
Uy — O, C R™ sind Karten. Falls U,NUg # 0, ist Yot : (U, NUg) —
15(UsNUp) eine differenzierbare Abbildung (ein Diffeomorphismus) zwischen
offenen Teilmengen des R™.

Zwei Atlanten A, A’ heiflen vertriglich, wenn A U A" wieder ein Atlas ist.
(In der Mathematik wird eine differenzierbare Mannigfaltigkeit gleichgesetzt
mit einem mazimalen Atlas, d.i. ein Atlas, der nur mit Teilmengen seiner
selbst vertréglich ist.)

f M — R heifit differenzierbar, wenn die lokalen Reprdsentanten fa =
fovurt: O, — R auf O, differenzierbar sind. (In der Physik wird nicht
immer zwischen f und seinen Reprasentanten unterschieden.)

Ein Homéomorphismus ® : M — M’ heifit (aktiver) Diffeomorphismus,
wenn die Représentanten ¢ o ® o @sz_l : O; — O (falls definiert) Diffeo-
morphismen sind. Dabei sind O;, O; i.a. nur gewisse offene Teilmengen der
urspriinglichen Kartengebiete. M’ kann natiirlich auch mit M identisch oder
auch dieselbe topologische Mannigfaltigkeit mit einer anderen Differenzier-
barkeitstruktur sein. Nicht vertrégliche Differenzierbarkeitsstrukturen sind
immer lokal diffeomorph, aber nicht immer global (= isomorph). Fiir n # 4
ist die Differenzierbarkeitsstruktur von R"™ bis auf [somorphie eindeutig, aber
R* hat iiberabzihlbar unendlich viele nicht isomorphe Differenzierbarkeits-
strukturen (von denen die Physik bis auf die Standard-Struktur noch keinen
Gebrauch gemacht hat). Wegen der (passiven) Invarianz unter AKTen ist die
ART auch invariant unter aktiven Diffeomorphismen, was zur Folge hat, dass
ein Punkt P € M keine “ontologische Signifikanz” (Individuation) hat. Eine
Raum-Zeit ist daher eine Aquivalenzklasse von differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten (mit weiteren zu spezifizierenden Eigenschaften).

Beispiele fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind glatte Flachen im
R?. In der Tat kann jede Mannigfaltigkeit durch Einbettung in R"™ mit
geniigend groflem n realisiert werden, doch erweist sich dies als unhandlich.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, wenn ein ori-
entierter Atlas existiert, d.h. alle Ubergangsfunktionen positive Jacobi-Deter-
minante haben.

Im Falle der Einbettung in einem R™ besitzt eine glatte Mannigfaltig-
keit in jedem Punkt P einen Tangentialraum, den man sich als von den in-
finitesimalen Verbindungsvektoren von P zu benachbarten Punkten erzeugt
vorstellen kann. Die exakte und einbettungsunabhéingige Definition von Tan-
gentenvektoren macht Gebrauch von der Korrespondenz zwischen Vektoren
v = (v',--- ,v") und Richtungsableitungen v'-% im R™:

ozt

(DEF) Tp = Tangentenraum im Punkte P € M: = linearer Raum der
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Abbildungen v : C*(U(P)) — R mit

(1) v(af + Bg) = av(f) + fv(g) (Linearitit),

(i)0(fg) = v(£)g(P) + F(P)o(g) (Leibis-Regel).

d.h. v ist eine Derivation von C*°(U(P)) nach R. Wir nennen eine solche
Abbildung Tangentenvektor oder Vektor in P. U(P) ist eine beliebig klei-
ne Umgebung von P (man benétigt zur Definition von Tangentenvektoren
nicht einmal Funktionen, sondern nur Funktionskeime). In den Ubungen wird
gezeigt, dass jede Karte durch

9 of
8xi’Pf = 3$i!¢(P)

eine Basis (Koordinatenbasis) {9/0x"|p} fiir Tp definiert. Daher ist dim Tp =
dim M. Die Entwicklung eines Tangentenvektors v nach diesen Basisvektoren
definiert seine Komponenten in den lokalen Koordinaten durch

v = Uiai’p.
Bei Kartenwechsel haben wir

o 9% 9 . Oz

= = =

ori  or ox* T O
also das bekannte Transformationsverhalten eines Vektors.
(DEF) Kotangentialraum in P = Dualraum 7} des Tangentialraums, die
Elemente heiflen Ko(tangenten)vektoren. T} wird erzeugt von der dualen
Koordinatenbasis 5

{diL’Z’P} . dl’l(%) = 51]-.

Aus der Entwicklung T} 2 w* = w;dz’ erhilt man wieder das bekannte
Transformationsverhalten von Kovektorkomponenten:

|Pvi)

Ein Tensor in P vom Typ (p, q) ist eine multilineare Abbildung

Tpx: - xTpxTpx---xTp =R
q

p

(diese Definition benétigt die endliche Dimensionalitéit von Tp). Die Kom-
ponenten eines Tensors 1" sind definiert durch die Entwicklung nach einer
Koordinatenbasis im entsprechenden Tensorproduktraum:

0

T=T"" ® - ®

jl"‘jq% e RAT' R -+ ® dxﬂq’ (41)
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wo z.B. v @ w*(a*,b) = v(a*)w*(b) etc. (wir haben den Bidualraum 77" auf
natiirliche Weise mit T identifiziert). Das so definierte Tensorprodukt liegt
neben der offensichtlichen linearen Struktur der Tensoralgebra zu Grunde, die
alle Tensoren ungeachtet ihres Typs umfasst. Wieder folgt aus der Entwick-
lung (4.1) das bekannte Transformationsverhalten von Tensorkomponenten.
Ein (glattes) Tensorfeld auf M ordnet (falls global definiert) jedem Punkt
P einen Tensor in P zu (so dass die Komponenten C'*°-Funktionen sind). Al-
le fiir Tensoren definierten algebraischen Operationen lassen sich auf (global
definierte) Tensorfelder erweitern.

Ein glattes Vektorfeld ist auch eine Derivation: C*°(M) — C*(M), die
Menge X (M) aller dieser Vektorfelder ein Modul iiber dem Ring C*°(M).
Allerdings ist die Verkniipfung u o v zweier Vektorfelder i.a. kein Vektorfeld,
wohl aber die Lie-Klammer

[u,v] ;==uov—vou. (4.2)

Total antisymmetrische kovariante Tensorfelder heiflen auch Differential-
formen (p-Formen im Fall der Stufe p). Die Koordinatenbasis fiir p-Formen
wird mit Hilfe des Keilprodukts notiert:

dz'' A--- Nda'r = Z €(ji, -, Jp)dr'n @ - - @ da'ir,
J1ydp

wobei (j1, - - , jp) alle Permutationen von (1, -- -, p) durchlduft. Eine p-Form
148t sich wegen der Antisymmetrie des e-Symbols darstellen als

w = Z wil...ipda:“ A - Adxt.

1<iy <-<ip<n

Das Keilprodukt einer p- mit einer g-Form wird durch Bilinearitéit und die
Assoziativitat von

(A2 A AN da'e) A (da' A A da'r) = dat A A datr

definiert. Bemerkenswert ist die Existenz einer kartenunabhéngig und global
definierten Differentialoperation, ndmlich der dufleren Ableitung

dw = Zwil...imkdwk AdT A - A dat

Die Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0, und ezakt, falls w = dv fiir
ein gewisses v. Wegen d? = 0 folgt aus Exaktheit Geschlossenheit, aber die
Umkehrung gilt i.a. nur lokal (global allerdings im R"™). Auflerdem ist fiir p-
Formen ein Integral iiber (kompakte) p-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten
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definiert (durch Zuriickfiihren auf die Integration im R? mittels Kartenabbil-
dungen). Insbesondere definiert jede n-Form, die nirgends verschwindet, ein
(orientiertes) Volumen. Eine solche Form existiert genau dann, wenn die Man-
nigfaltigkeit orientierbar ist (allerdings ist mit w auch fw eine Volumsform,
wenn f stetig und auf ganz M von 0 verschieden ist). Es gilt der Hauptsatz der
aufseren Differentialrechnung (verallgemeinerte Satz von Stokes): Sei w eine
(p-1)-Form (p > 1) und N eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand,
d.h. N ist lokal homéomorph zum Halbraum H? := {2? > 0} C R?, und in
den Kartenabbildungen sind die Mengen O durch O N H? zu ersetzen. Dann

[ o[ "

Hier bedeutet ON den ((p-1)-dimensionalen) Rand von N, d.h. die Menge
der Punkte, die unter Kartenabbildungen in Randpunkte von H? abgebildet
werden. Auflerdem ist ON mit der induzierten Orientierung zu versehen, die
jene Vektorbasen auszeichnet, die eine positiv orientierte Basis in IV ergeben,
wenn man sie durch einen nach auffen weisenden Vektor ergéinzt.

Der fiir Formen entwickelte Kalkiil erlaubt eine kompakte Notation und
effiziente Berechnung vieler geometrischer Objekte. Diese Vorlesung verwen-
det aber vorzugsweise die (abstrakte) Indexnotation.

Das “Prinzip der allgemeinen Kovarianz” fordert, dass die physikalischen
Grundgesetze sich als Tensorfeldgleichungen schreiben lassen. Tatséchlich ist
es aber nur eine mathematische Notwendigkeit und enthélt keine physika-
lische Information, weil jede beliebige physikalische Theorie sich durch die
Einfiihrung “absoluter Objekte” kovariant formulieren lasst. Hilfreich ist aber
folgende (notwendigerweise unprizise) Abwandlung des Prinzips: Die kova-
riante Formulierung einer Theorie soll moglichst einfach sein.

4.1.2 Affine Mannigfaltigkeiten

Die Differenzierbarkeitsstruktur einer Mannigfaltigkeit definiert zwar die Dif-
ferenzierbarkeit eines Tensorfeldes, liefert aber nur fiir Formen einen kovari-
anten Ableitungsbegriff. Die Definition einer kovarianten Ableitung fiir be-
liebige Tensorfelder erfordert daher eine zusétzliche Struktur. Der Inhalt die-
ser Struktur ldsst sich aus der Bemerkung folgern, dass die partielle Ablei-
tung 0;T eines Tensorfelds T" deshalb kein Tensorfeld ist, weil die Differenz
T(z+dz) —T(x) bzw. T(P)—T(Q) ohne eine Identifikation der Vektorriume
Tp und Ty keine invariante Bedeutung hat. Diese Vektorrdume sind zwar
isomorph, aber nicht natirlich isomorph, d.h. es gibt keinen ausgezeichneten
[somorphismus zwischen den beiden. Ein solcher wird auch als Parallel-

transport bezeichnet. In einem affinen Raum besteht das Problem nicht,
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weil es nur einen einzigen assoziierten Vektorraum gibt. In einer affinen
Mannigfaltigkeit wird dieser Sachverhalt insofern verallgemeinert, als in
dieser ein wegabhdngiger Paralleltransport definiert ist.

Das dazu bendétigte geometrische Objekt gewinnt man durch Betrachten
einer infinitesimalen Ubertragung eines Tensors T in z nach x + dx (das
Ergebnis der Ubertragung wird durch einen Querstrich notiert, und das Ar-
gument gibt an, in welchem Punkt der Tensor definiert ist, mit 7'(x) ist also
hier kein Tensorfeld gemeint), T(z) + T(z + dx), und aus der Forderung,
dass diese linear in 7'(z) und in dx ist und sich fiir dv — 0 auf die Identitét
reduziert. Fiir einen Skalar muss offenbar gelten

¢(z + dz) = ¢(x),
fiir einen Vektor lautet der allgemeine Ansatz
v'(x + dz) = v'(x) — L'(x,v, dz).
Die geforderte Linearitét impliziert
Lz, v,dx) = L' (x)v’ dz”

mit den Konnexionskoeffizienten L', (x). Diese spezifizieren also das ge-
suchte geometrische Objekt L, das affine Konnexion (auch Affinzusammen-
hang oder affine Ubertragung) genannt wird. Das Paar (M, L) heit Mannig-
faltigkeit mit Affinzusammenhang oder affine Mannigfaltigkeit. Auf jeder
differenzierbaren Mannigfaltigkeit lassen sich unendlich viele Konnexionen
definieren.

Da die Parallelverschiebung koordinatenunabhingig definiert sein soll,
miissen die Konnexionskoeffizienten ein spezielles Transformationsverhalten
unter AKT aufweisen, das noch herzuleiten ist. Aus der Form der infini-
tesimalen Ubertragung folgt insbesondere die Formel fiir die Parallelver-
schiebung eines Vektors v entlang einer (orientierten) Linie C: Sei () eine
Parametrisierung

i i dz* i j
= dv' = —L jk(m()\))vjﬁd/\ = -L";(\Mv/d\ =
5(Q) = P(e” LIV )y (p), (4.4)

wenn P und ) Anfangs- und Endpunkt der Linie zum Parameterwert A; bzw.
Ag sind (P bedeutet die Wegordnung des nachfolgenden formalen Exponen-
tialintegrals). Die Abbildung He(L) : v(P) — 0(Q) wird als die Holonomie
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der Konnexion L beziiglich der Linie C bezeichnet. Sie lésst sich mit der ma-
trixwertigen 1-Form w, w*; = L jkdack, manifest reparametrisierungsinvariant
als

He(L) = Pe Je

darstellen. Die Darstellung einer affinen Konnexion als matrixwertige 1-Form
entspricht genau der iiblichen Darstellung der Eichpotentiale in Eichfeldtheo-
rien. Dort sind die Matrixindizes allerdings nicht wie hier Raum-Zeit-Indizes,
sondern sie beziehen sich auf eine Darstellung der Lie-Algebra der jeweiligen
inneren Symmetriegruppe. Der inneren Symmetriegruppe entspricht hier die
allgemeine lineare Gruppe GL(n), die in jedem Tangentenraum wirkt, die
Rolle der Eichtransformationen spielen ortsabhiingige Basiswechsel in den
Tangentenrdumen. (Auch Diffeomorphismen lassen sich als Eichtransforma-
tionen interpretieren, ndmlich als lokale Translationen in einem urspriinglich
affinen Raum. Da Translationen von partiellen Ableitungen erzeugt werden,
haben die zugehorigen “Eichpotentiale” Ty = T,/0;, A =0, - -3, Ableitungs-
charakter und werden so zu Vektorfeldern (die Koordinaten z# des urspriing-
lichen affinen Raums verlieren ihre Bedeutung). Sie treten als Bestandteile
von n-Beinfeldern (= Tetraden f. n = 4) ey = €,/0; mit e = 6/ + T}
auf. Ein n-Beinfeld ist i.a. eine sogenannte anholome Basis in X (M), d.h. es
existieren keine lokalen Koordinaten z# mit e4 = 0a.)

Mit der Konnexion ldsst sich das kovariante Differential eines Ten-
sorfelds definieren, u.zw. heuristisch durch

VT(x) =T(z +dr) —T(x +dx) = V,Tdx',

abstrakt als Abbildung V: Typ(p,q) — Typ(p,q+1) mit den Eigenschaften:
(i) Linearitét,
(ii) Vf = df fiir skalare Funktionen f,
(iii) Giiltigkeit der Leibnizregel beziiglich des Tensorprodukts.
Statt der Konnexion L kann auch das kovariante Differential als bestimmen-
des Objekt einer affinen Mannigfaltigkeit aufgefasst werden, man schreibt
dann letztere als das Paar (M, V).

In Indexnotation schreibt man

(V1) ,=V,T7.

und definiert die kovariante Richtungsableitung beziiglich eines Vektors
v durch

(V,T)" . :=v'V, T . (4.5)

Im Fall eines Vektorfelds folgt aus der heuristischen Definition

Vo' =o' (z + dx) — v'(x) +v'(z) — V(2 + dz) = dv' + Lijkvjdxk =
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Viv' = 0pv' + Lijkvj. (4.6)
Wegen (ii) und (iii) folgt daraus fiir ein Kovektorfeld w
Viw; = wix — L7 jw; (4.7)
und unter Verwendung von (iii) schliefllich allgemein
Vil =T+ L T e = L7 T = (4.8)

Die eben eingefiihrte kovariante Ableitung entspricht der eichkovarianten Ab-
leitung in Eichtheorien, allerdings mit dem Unterschied, dass sie hier auf Ten-
sorfelder in der Mannigfaltigkeit und nicht auf Felder mit Werten in einem
Tensorprodukt iiber einem Darstellungsraum der inneren Symmetriegrup-
pe wirkt. (Im Fall der frither erwidhnten Eichtheorie der Translationsgruppe
ist die kovariante Ableitung als V4 = e,0; (fiir alle Typen von Tensoren)
zundchst nur fiir die Komponenten beziiglich des n-Beinfelds definiert. Sie
lésst sich aber auch als affine kovariante Ableitung auffassen, wobei die Kon-
nexionskoeffizienten bezogen auf das n-Beinfeld verschwinden. Es gibt da-
her einen absoluten Parallelismus und die n-Beinfelder sind kovariant kon-
stant. Die kovariante Ableitung im Sinne der Eichtheorie der affinen Gruppe
GA(n) (semidirektes Produkt aus GL(n) und der Translationsgruppe 75,) ist
AV A—E€ /f 1)

Das Transformationsverhalten der Konnexionskoeffizienten folgt aus dem
Vergleich von

) a 17 8 17
Vo' = ain Vo' = ai" (dv"™ + L™ ov'daz™)
mit .
\V/ no__ d 13 L/i /jd k d axll l L/i /jd 1k
vt =dvt + LY da = (8xlv)+ v da
zu , .
_ Oa'" 92 Oa° , 02" 0%

i or-or” or- or- owxr
L = Oz Ox'd Pk b o Ozt 929 0x'k” (49)
Aus dieser Gleichung sieht man, dass der antisymmetrische Anteil der Kon-

nexion ]

ein Tensorfeld ist. Es wird als Torsion bezeichnet. Z.B. definiert das Christof-
fel-Symbol eine torsionsfreie Konnexion (da es aus der Metrik gebildet wird,
ist die so definierte affine Struktur aus der metrischen Struktur abgeleitet,
s. néchsten Abschnitt). Die anschauliche Bedeutung der Torsion ergibt sich
aus der Betrachtung zweier linear unabhéngiger infinitesimaler Vektoren du,
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ov in einem Punkt P. Werden diese als Verbindungsvektoren aufgefasst und
wird du entlang dv verschoben bzw. umgekehrt, dann bilden die vier Vektoren
du, dv, éu, v nur dann ein geschlossenes Parallelogramm, wenn die Torsion
verschwindet. Andernfalls geht die Torsion in den “Defizitvektor” A = jv +
0t — du — 0 ein (Ubungsaufgabe). Koordinatenfrei lasst sich die Torsion als
bilineare Abbildung S: X (M) x X (M) — X (M) durch

25(u,v) = Vyu — Vv — [v, 1]

definieren.

Kriimmung

Eine Konnexion heifit integrabel, wenn die Parallelverschiebung wegun-
abhéngig ist (es existiert dann ein “Fernparallelismus”). Eine affine Man-
nigfaltigkeit (M, L) heifit gekriimmt, wenn L nicht integrabel ist, andern-
falls (affin) flach. Z.B. ist ein Zylindermantel mit dem Standardparallelis-
mus (definiert durch die ebene Abwicklung) flach, ein Kegelmantel aber nur
lokal flach (man betrachte z.B. einen geschlossenen Weg, der um die Ke-
gelspitze herumfiihrt), weil die Kegelspitze ein Ort singuldrer Kriimmung
ist. Die Sphére (mit Paralleltransport entlang GroBlkreisen definiert durch
Wahrung eines konstanten Winkels des transportierten Vektors im Sinne der
euklidischen Einbettungsgeometrie) ist offenbar (konstant) gekriimmt, man
betrachte z.B. als geschlossenen Weg den Rand eines Oktanten.

Um ein Mafl fiir die lokale Kriimmung zu bekommen, betrachten wir
den Paralleltransport eines Vektors um eine infinitesimale Schleife, die durch
Schliefung eines infinitesimalen Parallelogramms entsteht, das von 2 l.u.a.
Vektoren dy, d9 in einem Punkt (= Koordinatenursprung) aufgespannt wird.
(Wir vernachlissigen den Beitrag des Defizitvektors, da dieser von héherer
Ordnung in ¢ ist; aus demselben Grund unterscheiden wir auch nicht zwischen
d4 und § 4.) Sei C; der Weg von 0 iiber d; nach d;+d3 und Cs der entsprechende
Weg iiber d5. Dann liefert der Transport eines Vektors v entlang

Ci: v} (01 + 0a) = v (81) — L%.(61)0"(61)d5
bzw. entlang
CQ : Ug(51 + (52) = Ua(ég) — Labc(ég)vb(ég)éf

mit
v (64) = v* — L% (0)v°5.

Taylorentwicklung von L% _ um 0 liefert

vl — v = 00" = —RY P F + O(8%), (4.11)
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wo Fd = 5%053] der Bivektor des von der Schleife umschlossenen Flachenele-
ments ist und

Ry = L% — L% g+ L% Lo — L%y L%, (4.12)

den Kriimmungstensor der Konnexion L definiert. Berechnet man statt dv
die Anderung dyv des Vektors v nach einem Transport um die ganze Schlei-
fe zuriick in den Ausgangspunkt, erhiilt man bis auf Terme O(§3) dasselbe
Resultat. Der Kriimmungstensor kann kartenfrei definiert werden als Abbil-
dung R: X(M) x X(M) — End(X(M)) (letzteres bedeutet den Raum der
Endomorphismen (strukturerhaltenden Abbildungen des Moduls X (M) auf
sich selbst)) durch

R(u, U) = Vqu — Vvvu — V[um] — QVS(u,v)-

Die kovariante Ableitung erfiillt die folgenden Vertauschungsrelationen,
die in den Ubungen bewiesen werden:

(Vivj - Vjvi)f = QSkijka7 (4-13)

(VZV] — VjVi)v“ = abiﬂb + QSkijkaa. (414)

J

Lemma 1: R, = 0 < L integrabel.

Bew. =: Betrachte 2 Linien C;, C mit demselben Anfangs- und Endpunkt
und einen Vektor v im Anfangspunkt, der entlang dieser Linien transpor-
tiert wird. Die Differenz Av der beiden Transportergebnisse im Endpunkt
lasst sich dadurch abschétzen, dass man die beiden Linien durch ein Netz
von Schleifen mit Koordinatenflichen O(§?) verbindet und z.B. C; nach Cy
schrittweise um jeweils eine Schleife deformiert. Dann hat man, da jede Schlei-
fe gem#B Gl. (4.11) einen Beitrag dv = O(6?) liefert,

Av =Y 6v=0(2)0(*) =0(8) =0 f. 5 = 0.

Bew. <: Wegen der Integrabilitiat von L existiert ein kovariant konstantes
Vektorfeld v (erhalten z.B. durch Transport eines Vektors von einem Punkt
ausgehend in alle anderen Punkte). Dieses erfiillt iiberall V,v* = 0 und daher
Vi;Vjv* = 0 und kann auflerdem in einem Punkt frei gewédhlt werden. Mit
(4.14) folgt dann R%,;; =0

Lemma 2: L torsionsfrei und integrabel < 3 Koordinatisierung mait Lijk = 0.
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Bew. =: Seien vy n lu.a. kovariant konstante Vektorfelder (solche exis-
tieren, weil lineare Unabhéngigkeit unter Paralleltransport erhalten bleibt
(wegen dessen Invertierbarkeit)). = D1e Komponentenmatrlx (v4) ist in-
vertierbar: Ju, 4 mit v; g = 64, v; M = 5 7, Uberschleben der Bedin-
gung der kovarlanten Konstanz v + L' v = 0 mit v, A ergibt LY, =

—v, A0 i = UAakvl = v} (Op;t — O, ) = L), — L%, = 0 (weil torsions-
frei) = O, — Ot = 0 (Matrix (v/) regulir) = v, = 9pf* lokal. Sei
= fAz) =
Ox'4 4 0x° “

oxb % Ox'B ~ B

Die Transformationsgleichung

L'y, = v4v "0, Lo + viv,

\V/
Lllk

liefert dann L'} = 0.

Bemerkung: Wenn die Torsion nicht verschwindet, verallgemeinert sich das

Lemma 2 dahingehend, dass dann ein anholonomes Basisfeld {e4 = v/0;}

existiert, sodass die Konnexionskoeffizienten L“5. bezogen auf dieses Basis-

feld verschwinden. Anholonomie bedeutet, dass die Basisvektoren e4 nicht

Koordinatenbasisvektoren 94 eines Koordinatensystems {z*} sind.

4.1.3 Semi-Riemannsche Geometrie

Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) = n-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit einem symmetrischen kovarianten Tensorfeld g, das in jedem
Tangentenraum Tp eine nicht entartete Bilinearform g definiert. g;, heifit
metrischer Tensor, die Bilinearform g inneres Produkt. Dieses innere
Produkt g(u,v) = ggu'v® definiert wegen

g = det(gir) #0 (4.15)

einen Isomorphismus Tp — T5 : v + g(-,v) = v*, v} = v; = gyv®. Das
erlaubt es, v und v* als Repréisentanten ein- und desselben physikalischen
Objekts anzusehen. Die Umrechnung von Vektor- auf Kovektorkomponenten
bzw. umgekehrt erfolgt durch “Indextransport” mit g;; bzw. mit der inversen
Metrik (g~1)%* = g¥*

Riemannsche Mannigfaltigkeit: g ist positiv definit.
Lorentz-(pseudo-Riemannsche) Mannigfaltigkeit: g hat Normalform

diag(—1,+1,+1,---) =n.
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(Eine Riemannsche Struktur existiert auf jeder (parakompakten) Mannig-
faltigkeit, eine Lorentz-Metrik unter einer gewissen topologischen Vorausset-
zung (Euler-Zahl = 0).)

Wie wir schon wissen, modelliert die ART die Raum-Zeit als eine 4-dimensio-
nale Lorentz-Mannigfaltigkeit. Diese benttigt keine zusétzliche affine Struk-
tur, weil eine solche durch die Metrik ausgezeichnet wird, s.u. In verallgemei-
nerten Gravitationstheorien wird aber eine zumindest teilweise unabhéngige
affine Struktur postuliert. Dafiir benotigt man folgende Definitionen:

(M, L, g) heilit metrisch-affine Mannigfaltigkeit, wenn L allgemein.

(M, L, g) heiBt Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit, wenn V,g;; = 0. Die
Konnexion L heifit dann metrisch oder metrik-kompatibel, hat 64-40=24
unabhéngige Komponenten, und L ist eindeutig durch die Torsion Sijk be-
stimmt. Dieser letzte Sachverhalt verallgemeinert den

Fundamentalsatz der (semi-)Riemannschen Geometrie:

In jeder semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit existiert eine eindeutige Kon-
nexion I' mit V;g;x = 0 und S*;, = 0.

Bew.: Definiert man I';j, := gilFljk, dann folgt aus der Metrizitat von I'

Gjki — Fljiglk‘ - Flkzigﬂ =0

= Tiji + Tjki = Gjn

und aus der Torsionsfreiheit I'y;; — ['y;; = 0 weiter
Giki + Gjik — ki = 20 =

, 1
I = 59” (Gijk + Gikj — Gjk1)s (4.16)

d.h. das bekannte Christoffel-Symbol. Die so definierte Konnexion wird auch
als Levi- Civita-Konnexion bezeichnet. In Kap. 2 war das Christoffel-Symbol
in der Geodétengleichung aufgetreten. Nunmehr sehen wir, dass Geodéten
identisch mit Autoparallelen sind, d.h. Linien, deren Tangentenvektoren par-
allelverschoben sind. Allerdings gilt das nur im (semi-)Riemannschen Fall,
nicht in allgemeineren Geometrien.

Der Kriimmungstensor der Konnexion I" wird als Riemann-Tensor bezeich-
net, vgl. Gl. (2.17). Die Mannigfaltigkeit (), g) heifit (metrisch) flach, wenn
R ;,(T') = 0. Falls M homdomorph zum R™ ist, handelt es sich dann um
einen semi-euklidischen Raum.

Lemma 3: gy global auf Normalform transformierbar < (M, g) flach.
Bew. =-: Trivial.
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Bew. <: Lemma 1 u. 2 = 3 KS, in dem Fijk =0
= Djgi + Trij = gjri = 0 = gji konstant,

und eine konstante Metrik lasst sich durch eine lineare KT auf Normalform
bringen.

Anschauliche Bedeutung der Levi-Civita-Konnexion und des Riemann-
Tensors:

Im Fall einer 2-dimensionalen Fliche, die im euklidischen Raum E? eingebet-
tet ist, bedeutet der Paralleltransport entlang einer Linie C die Parallelver-
schiebung beziiglich der ebenen euklidischen Geometrie des flachen Streifens,
in dem die Linie liegt und der die Fldche tangiert. (Dieser flache Streifen ist
Bestandteil der Regelfiiiche, die von den Geraden im E? erzeugt wird, die die
Fliache orthogonal zur gegebenen Linie tangieren. Die Geraden sind Haupt-
kritmmungskreise (s. nachsten Absatz) fiir die Regelfiiche entlang der Linie,
diese ist daher entlang der Linie flach (im allgemeinen sind Regelfldchen je-
doch nicht flach).)

Die Gauf3’sche Kriimmung K der Flache in einem Punkt P ist definiert
iiber die Schmiegkreise, die die Flache in P beriihren (mit Radiusvektor or-
thogonal zur Fliache). Unter allen diesen Schmiegkreisen gibt es zwei, deren
Radien Ry bzw. Ry extremal sind (Hauptkrimmungsradien). Die Definition

lautet
1

R R
(das Produkt ist negativ, falls die beiden extremalen Schmiegkreise auf ver-
schiedenen Seiten der Flache liegen). Gaufl erkannte, dass diese Kriimmung

biegeinvariant, d.h. eine Eigenschaft der inneren Geometrie der Fliche ist.
Genauer besagt dieses “Theorema egregium”, dass

K = (4.17)

K =3 Rlgal, (4.18)

wobei g;; die (durch die euklidische Einbettung) induzierte Metrik der Fliache
bedeutet und R den Kriimmungsskalar (Beweis: Ubungen).

In einer hoherdimensionalen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit verallge-
meinert sich die Gauy’sche Kriimmung zur

Schnittkriimmung K (u,v) = Gauf’sche Kriimmung der von den Tangen-
tenvektoren u, v in P erzeugten geodétischen Fléche:

Rpequvluco?

K(u,v) =
( ) (GacGbd — JadGve)uvbucv?

(4.19)
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(0. Bew.). Der Nenner des Bruchs stellt das Quadrat des Fldcheninhalts des
von u, v aufgespannten Parallelogramms dar. In n Dimensionen existieren
(Z) unabhéngige Orientierungen von 2-Flachen (= Zahl der nichttrivialen
Bivektoren, die aus n unabhéngigen Vektoren gebildet werden kénnen). Da-
her sind (%) Komponenten von R, funktional unabhéingig (modulo KTen).
Das folgt natiirlich auch daraus, dass der Riemann-Tensor aus Ableitungen
der Metrik gebildet wird, die modulo Koordinatentransformationen n(n +
1)/2 — n unabhingige Komponenten aufweist. Dennoch legt der Riemann-
Tensor die Metrik nicht fest (auer im Fall R% , = 0). Deswegen sind i.a.
krimmungskollineare Mannigfaltigkeiten (zwischen solchen existiert ein Dif-
feomorphismus, der die beiden Kriimmungstensoren ineinander iiberfiihrt)
nicht isometrisch (Isometrie = Diffeomorphismus, der die Metriken inein-
ander iiberfiihrt). Ahnlich ist die Situation in nichtabelschen Eichtheorien.
Hingegen legt in der Maxwell-Theorie der Feldstiarkentensor das Viererpo-
tential lokal bis auf eine Eichtransformation fest.

Algebraische Symmetrien des Riemann-Tensors:

1. R'j;; = —R';;, (gilt allgemein affin, folgt unmittelbar aus der Definition)
2. R = 0 (zyklische (1. Bianchi-)Identitét, folgt allgemein aus S5 =
0). (Der total antisymmetrische Anteil beziiglich einer Menge von p Indizes
ist definiert als 1/p! mal der Summe iiber alle Permutationen der Menge
gewichtet mit dem Vorzeichen der Permutation.)

3. Rijri = —Rjir (gilt allgemein fiir Riemann-Cartan)

Bew.: (VZVJ — Vjvi)wa = —Rbaij’LUb + 2Skiij'LUa =

0= (ViV; = V;Vi)gr = —R";9mi — R Gkm-

4. Rij = Ryi; (gilt nur im Riemannschen Fall)
folgt aus 1., 2., 3. (siche Ubungen).

Algebraische Zerlegung des Riemann-Tensors:
Der Ricci-Tensor ist allgemein als Spur des Kriimmungstensors

definiert, erfiillt aber nur im Riemannschen Fall R;; = R;;. (Anschauliche
Bedeutung in diesem Fall: Die Summe der Gaufi’schen Kriimmungen von
n — 1 orthogonalen Geodétenflichen durch einen Punkt P, die einen Vektor
u in P gemeinsam haben, ist

n—1 i

RiputuF
Z Ko=+ uiuk )
a=1 ik
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Eine weitere Spurbildung (ist in jeder metrisch-affinen Mannigfaltigkeit moglich)
liefert den Kriitmmungsskalar

R = ¢*Ry. (4.21)

Im Riemannschen Fall existiert ein eindeutiger total spurfreier Anteil des
Riemann-Tensors, der dieselben algebraischen Symmetrien wie dieser auf-
weist, namlich der Weyl-Tensor (konforme Kriimmungstensor)

2R
(n—1)(n—2)

2
Cijrt = Rijin + —— (gip Ry + g0 Ragi) +

p— gingryy-  (4.22)

Er ist offenbar nur fiir n > 2 definiert und nur fiir n > 4 von 0 verschieden.
Im Vakuum (R;; = 0) ist der Weyl-Tensor mit dem Riemann-Tensor iden-
tisch. Er ist auflerdem konform invariant, d.h. d&ndert sich nicht unter einer
konformen Transformation der Metrik

gir(2) = Gir(z) = Q*(2)ga(x), Q# 0. (4.23)

Eine Metrik, die konform zur flachen Metrik 7 ist, heifit konform flach. In
zwei Dimensionen ist jede Metrik konform flach. Der Weyl-Tensor verschwin-
det genau dann, wenn die Metrik konform flach ist (0. Bew.).

Die (2.) Bianchi-Identitét
ViR i = 0 (4.24)

gilt allgemein, wenn die Konnexion torsionsfrei ist. Ein kartenfreier Beweis
ergibt sich durch Betrachten von

(V[iVj)Vk}wl = V[i(vjvk])wl
(ein anderer Beweis wird in den Ubungen gefiihrt).

Metrische Volumsformen
Falls die Mannigfaltigkeit orientierbar ist, zeichnet die Metrik zwei global
definierte Volumsformen e durch

(e, -+ ,e,) = *£1 (4.25)

fiir ein beliebiges orthonormales n-Bein-Feld (= Tetrade f. n = 4) {e4 :
g(ea,ep) = nap} aus. (Ein solches Feld existiert i.a. nur lokal, z.B. ist die
2-Sphire S? nicht parallelisierbar, d.h. es gibt kein Vektorfeld, das nirgends
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verschwindet.) Die linke Seite der Gleichung hat die Bedeutung eines orien-
tierten Volumens des von den Vektoren eq,--- e, aufgespannten Parallel-
epipeds. Offenbar ist mit € auch —e eine metrische Volumsform, und wei-
tere existieren nicht. Eindeutigkeit der Volumsform wird erreicht durch die
Wahl einer Orientierung, d.h. Auszeichnung einer Klasse von n-Beinen, die
durch Tranformationen mit positiver Jacobi-Determinante auseinander her-
vorgehen, und die Bedingung der Positivitdt von e. In lokalen Koordinaten
ist

€ = ++/|gldzt A+ A da” (4.26)
= €j1.iy = + |g|€(i1, s ,in). (427)

Der Faktor 4++/[g| vor dz' A --- A da™ garantiert den Tensorcharakter von e.
Er ist der Prototyp einer skalaren Dichte vom Gewicht 1, d.h. einer Funk-
tion, die unter einer AKT ihren Wert um den Faktor J~! éndert, wo J die
Jacobi-Determinante der Transformation bedeutet. Festlegung auf das Plus-
zeichen in der letzten Gleichung macht aus der Volumsform den Levi- Civita-
Pseudotensor. Dieser transformiert nur unter Diffeomorphismen mit positiver
Jacobi-Determinante J wie ein Tensor, ist dafiir aber invariant unter sol-
chen mit J = +1. Diese Vorzeichenwahl hat nichts mit der oben erwédhnten
Wahl einer der beiden Volumsformen zu tun! Aus Traditionsgriinden wird
in der Physik bevorzugt mit dieser Pseudotensor-Version der Volumsform
gearbeitet, obwohl sie mathematisch iiberfliissig ist. Beziiglich einer positiv
orientierten Basis (e(eq, -, e,) > 0) sind die Komponenten des Levi-Civita-
Pseudotensors identisch mit denen der Volumsform. Der Einfachheit halber
wahlen wir im folgenden eine solche Basis bzw. ein entsprechendes Koordi-
natensystem. Die kontravariante Version der Volumsform lautet dann

€ = sgn(g)——=¢€(i1, -+ ,in).
vari
In der ART erhalten wir

€ijkl = V _g€<i7.j> k? l)v (428)

Gkl —

1
e(i, 5, k,1). 4.29
Ve ( ) (4.29)
Die Volumsform definiert die (Hodge-)Dualitédtsabbildung *: {p-Formen} —
{(n-p)-Formen} durch
1
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Die Integration einer Volumsform definiert ein orientiertes (vorzeichenbehaf-
tetes) Volumen fiir n-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten. In der Physik ist
man aber auch am Volumen als positives Mengenmafl interessiert. Die lo-
kale Version dieses Mafles wird durch das invariante Volumselement dV
definiert:

dV (v, -+, v) = |e(vg, -+, 0p)] (4.31)

oder kurz dV = |e|. Offenbar ist dV', da nicht linear, keine Differentialform,
geschweige denn eine exakte. Es ist aber invariant und im Gegensatz zu
€ positiv definit. Aulerdem 148t sich das Integral iiber dV véllig analog zu
dem einer n-Form definieren. Diese Definition kann folgendermaflen motiviert
werden: Wir betrachten zunéchst eine kompakte n-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit N C M, die im Definitionsbereich einer Kartenfunktion v liegt,
und errichten ein n-dimensionales Gitter von Koordinatenlinien mit “Gitter-
konstanten” Az, das N iiberdeckt. Wir nummerieren die Gitterzellen mit
einem Index a und approximieren sie durch Parallelepipede aufgespannt von
den Vektoren Az‘d;|p,, i =1,--- ,n, wo P, ein Punkt in der Zelle mit Num-
mer « ist. Das gesuchte Integral einer skalaren Funktion f iiber N soll der
Grenzwert einer Riemannschen Summe sein:

J v = Jim S s

worin V, das Volumen des Parallelepipeds Nummer « ist:

Vo =dV(Ax'0lp,, -+, Ax"0,|p,) = \/|g(Pa)|Ax" - - Ax™.

Falls der Grenzwert existiert, schreibt er sich in den lokalen Koordinaten als
[ v =[ i@l (4.32)
N P(N)

Diese Gleichung soll als Definition verstanden werden. Sie fithrt die Integrati-
on iiber eine Mannigfaltigkeit auf die Integration im R"™ zuriick, wobei letztere
wegen der groferen Allgemeinheit bevorzugt im (Lebesgue-)mafitheoretischen
Sinn interpretiert wird. Die Verallgemeinerung der Definition auf den Fall
mehrerer Kartengebiete macht Gebrauch von der Zerlegung der Eins, “unei-
gentliche” Integrale iiber nicht kompakte Mannigfaltigkeiten werden wie im
R™ als Grenzwerte definiert.

Das Volumselement induziert auch ein entsprechendes Integrationsmafl auf
p-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten von M. Das skalare Hyperflichen-
element auf einer (n-1)-dimensionalen Hyperfliche 3 ist definiert durch

do(vy, -+ ,0p_1) =dV(n,vy, -+ ,Up_1), (4.33)
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wo n einen normierten Normalenvektor (2 Orientierungen moglich, vorder-
hand sei n? # 0 vorausgesetzt) und v, Tangentenvektoren an ¥ bedeuten.
Die konkrete Berechnung von do erfolgt am besten in einer Parametrisierung
von ¥ der Gestalt 2 = ¢'(ul,--- ,u"1). Die induzierte Metrik

_ oxt Ox?
B Due oub Yig

macht ¥ selbst zu einer (n-1)-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit,
deren Volumselement mit do identisch ist. Daher gilt in der gewéhlten Para-
metrisierung die Substitution

do — +/|h|d" tu. (4.34)

Wegen der Linearitéit von e lisst sich do nach den Komponenten von n ent-
wickeln:

5)
6
im Falle n? = 41. Im Fall einer lichtartigen oder Nullhyperfliche (n? = 0)
ist do = 0. Das kovektorielle Hyperflichenelement do; hingegen bleibt

nichttrivial, weil (4.36) durch eine allgemeinere Darstellung zu ersetzen ist:
Da

do = n'do; (4.
4.

3
= do; = tn;do (4.3

~—

1 , A .
D) = . . J1 V. In—1
€(n7 ) (n . 1)‘TL 61]1--~]n,1dl’ A\ VAN dx s

gilt in einer Karte die Darstellung

-~

1. P 1)
o, B ) gty = Vglda, (4.37)

do; — + —1)it
71 = V19l () 5o

Das Pluszeichen gilt, wenn die aus den Komponenten von n und den Tan-
gentenvektoren gTﬁ gebildete Determinante positiv ist, d.h. die Vektoren in
dieser Reihenfolge ein positiv orientiertes System bilden. Aus der Darstellung
(4.37) ist ersichtlich, dass

0

dO’i = ZEE(%, )

im Gegensatz zu do nur die Volumsform benétigt. Die Darstellung (4.37)
ldsst sich mit Hilfe der Beobachtung umschreiben, dass

Ox 8_$)
Toul’ T Qunt

v=c¢(
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eine Konormale von ¥ ist (v;t* = 0 fiir alle Tangentenvektoren ). Offenbar

1st

Aty i, ™)
a(ul, e 7un—1)

do; = tsgn(v;)| |d" 'y = +sgn(v;)dat - - - dzi - - da™.
Im Fall der Nicht-Lichtartigkeit und positiver Orientierung ist v; = +An; mit
A > 0 fiir n?> = £1 (da die Positivitit von do n'y; > 0 impliziert). Daher ist

de; = sgn(n?)sgn(n;)dx’ - - cdxi - dz” (4.38)

Ist nur eine Komponente von n (ko- oder kontravariant) von Null verschieden,
ist

sgn(n?)sgn(n;) = sgn(n). (4.39)
Dieselbe Gleichung gilt fiir allgemeines n im Fall einer diagonalen Riemann-
schen Metrik, weil fiir eine semi-Riemannsche diagonale Metrik sgn(n;) =
nisgn(n?) gilt. Die Gleichung (4.39) ist auch allgemein in einem beliebigen
Punkt durch Koordinatenwahl erreichbar. Dort gilt dann die manifest posi-
tive Darstellung des skalaren Hyperflichenelements

do s \/[glln|da" - dat - do”, (4.40)

Das kovektorielle “Koordinatenhyperflichenelement” do; tritt im klassischen
Satz von Gaufl im R" mit der Standard-Volumsform da! A --- A dz™ auf:

/ d "z’ = / da? - - dz"sgn(v vt +- - -+/ dz' - - dx" tsgn(v,)v" = / v'da;.
N N N N

(Die erste Gleichung folgt aus dem Hauptsatz der gewthnlichen Analysis,

die Vorzeichenfaktoren sgn(v;) sind am einfachsten zu verifizieren, indem

man (nur zu diesem Zwecke) die euklidische Standardmetrik verwendet, mit

der sgn(v;) = sgn(n').) Dieser Satz hat eine direkte Verallgemeinerung auf
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten, die im Fall, dass ganz N von einer

Karte 1 iiberdeckt wird, einfach herzuleiten ist: Die kovariante Divergenz

eines Vektorfelds v léasst sich als

Viv' = —=0;(/|g|v") (4.41)

Vol

darstellen (Ubungsaufgabe). Daher ist
/deﬁ‘:/ d%(\/@wi),i:/ \/|§|ﬁid5i:/ vido,  (4.42)
N $(N) P(ON) ON
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Falls N nicht von einer Karte {iberdeckt wird, folgt der Gauf’sche Satz den-
noch aus dem Hauptsatz der &ufleren Differentialrechnung: Setzt man die
(n-1)-Form w = *v = €(-,v), dann ist (mit geeigneter Orientierung von N)

/dVVkvk:/ dw:/ w:/ vFdoy.
N N ON ON

Die letzte Gleichung gilt, weil ON so zu orientieren ist, dass der nach auflen
weisende Normalenvektor zusammen mit der orientierten Tangentenbasis (in
dieser Reihenfolge) so wie N orientiert ist. Man beachte, dass die kovariante
Version des Satzes von Gaufl nur fiir Vektorfelder und total antisymmetrische
Tensorfelder gilt!

Allgemein induziert dV skalare und tensorielle p-dimensionale Volumsele-
mente (letztere total antisymmetrisch mit Stufe n — p) auf p-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten von M. Neben diesen orthogonalen kovariant tenso-
riellen Volumselementen existieren auch tangentiale kontravariant tensorielle
“Integrationselemente”: das Wegelement dx?, das bivektorielle Flichenele-
ment da’ A dz? usw. Diese benétigen jedoch keine Volumsform und gehen
in die Verallgemeinerungen des klassischen Satzes von Stokes ein, die auch
keine Metrik bendtigen (wenn man sich auf Formen beschrénkt). Der Satz
von Gaufl geht durch Dualitit aus dem Satz von Stokes hervor und benétigt
daher eine Volumsform.

4.2 Isometrien

4.2.1 Lie-Ableitung

Gegeben sei ein Diffeomorphismus ¢ : U — V' zwischen offenen Teilmengen
U,V C M. Von der Mannigfaltigkeit M wird in diesem Abschnitt nur die
Differenzierbarkeitsstruktur benétigt. Sei f : V' — R eine skalare Funktion.
Dann ist der Pullback von f unter & definiert durch

O f:=fod:U—-R (4.43)

bzw.
(@°F)(P) = f(®(P)). (4.44)
Im Fall einer Funktion f : U — R definiert

Q. fi=fod = (7N f (4.45)

den Pushforward von f unter ®. (Im Gegensatz zum Pushforward existiert
der Pullback einer skalaren Funktion auch dann, wenn ® nicht invertierbar
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ist.)

Diese Transportoperation léasst sich auf beliebige Tensorfelder erweitern. Der
Pushforward eines Vektorfelds v auf U lasst sich zuriickfithren auf den
Pullback einer skalaren Funktion:

(P.0)(f) :=v(P"f). (4.46)

Die Abbildung Tp® : v|p — (®.v)|ep), Tp® : Tp — Top), heiBt das Dif-
ferential oder die Tangentenabbildung von ®. (Das Differential ist offenbar
auch dann definiert, wenn ® nicht invertierbar ist, der Pushforward eines
Vektorfeldes aber i.a. nicht, weil das Differential zwei Vektoren aus 2 verschie-
denen Punkten in 2 verschiedene Vektoren in demselben Bildpunkt abbilden
kann.) In lokalen Koordinaten ist

ok 5
(@.0)4 (&) = 57v'(2), 7= d(a).
Die ebenso natiirliche Definition des Pullback eines Vektorfeldes lautet
(D*0)(f) := v(P.f). (4.47)

Analog definiert man den Pullback eines Kovektorfeldes w auf V' durch
(P*w)(v) := w(P,v). (4.48)

Die Abbildung Tp® : Ty ) — Tp, die wlep) in ®*wlp iiberfiihrt, heiBt
das Kodifferential oder die Kotangentenabbildung von ® (sie wird in einer
Karte durch die transponierte Jacobi-Matrix von & dargestellt). (Wieder
existiert das Kodifferential auch, falls ® nicht invertierbar ist, nicht aber i.a.
der Pullback eines Kovektorfeldes.) In lokalen Koordinaten ist

oz*

(P*w);(x) = o wi(T). (4.49)

Unmittelbare Verallgemeinerung des Bisherigen liefert schliellich die Defini-
tion z.B. des Pushforward eines beliebigen Tensorfeldes 7" vom Typ

(p.q):

*

(P T) (weay, -+ 5wy vy V) = (R wqy, -+, Prwey; ST oqy, -+, Do)
(4.50)

Die analoge Formel fiir den Pullback folgt aus ®* = (®~1),. In lokalen Ko-

ordinaten folgt

. oz axlq Ky

© Oxkr Oxda 1y (T):

(@.1)", @)

jl“'jq

(4.51)
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Daraus ist ersichtlich, dass der Pushforward die aktive Version einer AKT
ist.

Ein Diffeomorphismus ® : M — M heifit Symmetrietransformation fiir
das Tensorfeld T, falls &, 7 = T. Im Fall des metrischen Tensorfelds heifit
ein solcher Diffeomorphismus Isometrie.

Eine 1-parametrige Gruppe von Diffeomorphismen ®; ist eine C*°-
Abbildung: R x M — M so dass fiir jedes t € R ®; : M — M ein Diffeo-
morphismus ist und Vt,s € R &, 0 &, = &, gilt (= Py = id). Fiir jeden
Punkt P € M ist (®4(P))ier : R — M eine Kurve (ein Orbit von ®;). Sei
v|p die Tangente dieser Kurve zu ¢ = 0. Da diese Konstruktion fiir alle P
definiert ist und jedes P auf genau einer Kurve liegt, wird auf diese Wei-
se jeder 1-parametrigen Diffeomorphismengruppe ein Vektorfeld zugeordnet,
das erzeugende Vektorfeld der Gruppe. Umgekehrt besitzt jedes Vektor-
feld v € X(M) eine Familie von Integralkurven mit der Eigenschaft, dass
jedes P € M auf genau einer Kurve liegt und deren Tangente in P iden-
tisch mit v|p ist (vgl. die Stromlinien einer Fliissigkeit). (Bew.: Das System
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen % = v'(z) hat fiir jeden Anfangs-
wert zumindest lokal eine eindeutige Losung.) Wir definieren fiir jedes P den
Punkt ®;(P) als den Punkt zum Parameterwert ¢ auf der Kurve, die zut = 0
in P beginnt. Die so definierten Abbildungen ®; bilden eine 1-parametrige
Diffeomorphismengruppe, den von v erzeugten Fluss. (Wie schon ange-
deutet ist es allerdings moglich, dass die Kurven nur bis zu einem endlichen
Wert von ¢ definiert sind.)

Sei @, eine 1-parametrige Diffeomorphismengruppe erzeugt von einem Vek-
torfeld v und T'(x) ein Tensorfeld. Die Lie-Ableitung des Tensorfeldes
beziiglich v ist definiert als

d *
EUT - E‘tzoq)tT (452)
oder T o T
(L,T)(z) = liné (z) = (Per )(x)’ (4.53)
€E—> €

d.h. als die negative Anderungsrate des Tensorfeldes unter dem Lie- Transport:

T — &, T . = Die Lie-Ableitung ist eine lineare Abbildung: Typ(p,q)—Typ(p,q),
vertauscht mit der Kontraktion und erfiillt die Leibnizregel beziiglich des
Tensorprodukts, mit anderen Worten: Sie ist eine Derivation auf der Tensor-
feldalgebra. Die Linearitét der Differentialgleichung (4.52) erlaubt die Dar-
stellung eines endlichen Lie-Transports als Lie-Rethe:

O, T =e > T.
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Die Berechnung der Lie-Ableitung ist am besten aus (4.53) ersichtlich. Wir
setzen an . ' ‘ ‘
O, 2" =’ +ev'(x) =1 (4.54)

Fiir eine skalare Funktion erhalten wir
(Pef) (@) = (fo @) (2) = f(z —ev) = f(z) —ev'fi=
Lof = v'0:f = v(f). (4.55)

(Genauer hat in der “abgebrochenen Taylorreihe” statt f,; ein Kovektor
gi(z — ev) zu stehen, der im Limes € — 0 zu f,; () wird, vgl. das Lem-

ma aus Ubungsaufgabe 31.)
Die Lie-Ableitung eines Vektorfelds erfiillt

Lyu = [v,u] (4.56)
(Ubungsaufgabe). Die eines beliebigen Tensorfelds T folgt aus (4.51) zu

Die Lie-Ableitung ist aber (wie auch Pullback und Pushforward) nicht nur fiir
Tensorfelder, sondern beliebige geometrische Objekte definiert. Die Formel
fiir die Ableitung ergibt sich formal aus einer infinitesimalen KT 2% = 2 —v?,
indem vom transformierten Objekt nur die Terme 1. Ordnung in v beibehal-
ten werden. Im Falle einer affinen Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier Kon-
nexion konnen in der Lie-Ableitung eines Tensorfeldes sdmtliche partiellen
Ableitungen durch kovariante ersetzt werden (dies muss aber ausnahmslos
geschehen). Beweis: Die beiden Versionen stimmen in dem Koordinatensys-
tem iiberein, in dem die Konnexion in dem ausgewéhlten Punkt verschwindet,

und sind daher identisch, weil Tensoren.

4.2.2 Killingvektoren

Auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit lautet die Lie-Ableitung des
metrischen Tensors beziiglich eines Vektorfelds &

Legiv = Gieg€ + E,gim + Er91j = Eua + Eise. (4.58)

Wie schon bemerkt beschreibt dieselbe Formel auch die (passive) Anderung
von g;, unter einer infinitesimalen KT und entspricht den Eichtransforma-
tionen der linearisierten Theorie. Offenbar erzeugt das Vektorfeld £ eine 1-

parametrige Gruppe von Isometrien genau dann, wenn L¢g;, = 0. Ein solches
Vektorfeld heifit Killingvektorfeld und erfiillt die Killing-Gleichung

V& + V& = 0. (4.59)
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Dieses Gleichungssystem hat i.a. keine nichttriviale Losung. Die Isometrien
einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit bilden offensichtlich eine Gruppe,
ihre Isometriegruppe. Z.B. lautet im Minkowskiraum die Killinggleichung
in kartesischen Koordinaten &; , + &, = 0 und besitzt die Losungen

& = a; + wpa®, wip = —wyy (4.60)

mit 10 freien Parametern a;, w;;. Es gibt daher 10 l.u.a. Killingfelder. Diese
erzeugen die Poincaré-Transformationen. Die Zahl 10 ist die maximale Di-
mension einer Isometriegruppe in 4 Dimensionen, der Minkowskiraum daher
ein Raum maximaler Symmetrie.

In einer Raum-Zeit impliziert jede 1-parametrige Isometriegruppe einen Er-
haltungssatz:

Fiir Testteilchen: Sei ¢ Killingvektor, u der affine Tangentenvektor einer
Geodite. Dann ist £,u® entlang der Geodite konstant:

d
E(fau“) = u’Vy(&u®) = uPuV €, + EuPViyu® = 0.

Fiir eine kontinuierliche Energie-Impulsverteilung;:
VT =0 = jo = T erfiillt

Vuj*=0= / j*do, = const. (4.61)
b3

Dieser Erhaltungssatz gilt fiir raumartige Hyperflichen . Falls die Raum-
Zeit rdumlich nicht geschlossen ist, ist vorausgesetzt, dass der Integrand im
raumlichen Unendlichen hinreichend rasch abféllt.

Eine Raum-Zeit heifit stationir, wenn ein zeitartiges Killingvektorfeld
existiert. Es gibt dann eine ausgezeichnete Zeitkoordinate ¢, ndmlich den
Evolutionsparameter der Trajektorien dieses Feldes (Killingparameter). Ei-
ne stationdre Raum-Zeit heifit statisch, wenn die Metrik g¢;;. invariant un-
ter der Zeitumkehr ¢ — —t ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ein KS
existiert, in dem g;. zeitunabhingig und ¢o, = 0 ist. Geometrisch bedeu-
tet diese Bedingung, dass der Killingvektor £ hyperflichenorthogonal ist,
da im erwdhnten KS & & ;0 und damit konormal auf den Hyperflichen
{t = const} ist. Ein niitzliches Kriterium fiir die Hyperflichenorthogonalitét
eines Vektorfelds £ folgt aus dem Satz von Frobenius (genauer dessen dualer
Formulierung, s. z.B. Wald(1984)):

g[avbfc] =0. (462)
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4.2.3 Rotverschiebung in einer stationiren Raum-Zeit

In Ubereinstimmung mit dem Aquivalenzprinzip lauten die
Maxwell-Gleichungen in einer allgemeinen Raum-Zeit

VP = 47§, V|, Fyy =0 (4.63)

(wie wir gleich sehen werden, ist allerdings die naive Substitution d, — V, in
Feldgleichungen i.a. falsch; diese Substitution ist im Wirkungsfunktional vor-
zunehmen). Aus den homogenen Maxwellgleichungen folgt die lokale Existenz
eines Viererpotentials A;:

Fop = 20, Ay = 2V, Ay, (4.64)

Die Maxwell-Gleichungen fiir das Viererpotential vereinfachen sich in der
kovarianten Lorenzeichung

VA" =0 (4.65)
= Vi (VA = VIA) = V'V A 4+ R AR — VWA (4.66)
= V,VIA" + R', AF = —4rj’. (4.67)

Wir sind an wellenartigen Losungen dieser Gleichung von der Gestalt
A® = 0 (4.68)

mit reeller Phase S und Amplitude C” interessiert. Einsetzen dieses Ansatzes
in (4.67) ergibt

0= [V'V,C* — CV,SV’S 4 R%,CP 4 i(2V°SV,C* + 0"V, V' S)]e™.

Im Grenzfall der geometrischen Optik, d.h. fiir rasch oszillierendes S,
genauer

(VS)?| > [V2C/C?|, R,
folgt aus der letzten Gleichung die Eikonalgleichung

VySVPS = 0. (4.69)

(AuBerdem folgt wegen des separaten Verschwindens des Imaginérteils der
eckigen Klammer die Transportgleichung fiir die Amplitude,

2VP SV, C* = —C*0,S.)
Die Lorenzbedingung impliziert

C"V,S = 0. (4.70)
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Diese Bedingung hat die Bedeutung der Transversalitit der Amplitude beziig-
lich des Ausbreitungsvektors

k, = V,S. (4.71)

Dieser ist orthogonal auf den Hyperflichen konstanter Phase und stimmt im
Fall einer monochromatischen Welle mit dem Wellenzahlvektor iiberein. Die
Eikonalgleichung impliziert k% = 0, d.h. die Hyperflichen konstanter Phase
{S = const} sind Nullhyperflichen und k ist daher auch tangential an diese.
Wir haben

0 = Vy(VoSVS) = 2(VAS)V,V,S = 2(VAS)V,V,S = 2KV ks,

d.h. die Strahlen (Orthogonaltrajektorien auf den Hyperflichen konstanter
Phase = Integralkurven von k) sind Nullgeoditen. (Man sieht nebenbei, dass
jede Nullhyperfliche durch Nullgeodéten erzeugt wird, weil jede Nullhyper-
fliche in eine Schar {S = const} eingebettet werden kann.) Die Welle hat
eine wohldefinierte lokale Frequenz, die von einem Beobachter in P mit
4-Geschwindigkeit u gemessen wird:

w=—u'V,S5 = —u"k,. (4.72)

Wir spezialisieren nun auf eine stationdre Raum-Zeit und betrachten dort
2 stationdre Beobachter in Punkten Py, P, die durch einen (Licht-)Strahl
verbunden sind. Laut Annahme sind ihre 4-Geschwindigkeiten

o &

wo ¢ der Killingvektor ist. Die Erhaltungsgrofie k,£% entlang des Strahls

liefert
w1 o V _62‘]:’2
—=r—", (4.73)
W2 V _£2|P1

Wahlt man den Killingparameter ¢ als Zeitkoordinate, so dass

d . s
= 5;=(1,0,0,0)= € = g€ €"=goo,

P;

erhalt man

W]_ o V _gOO|P2 (474)

wa B vV _900|P1'

In der Newtonschen Néherung goo = —1 — 2V wird
w1

—=14+V-VI=>Aw=wy —w; = —wAV ~ —wAV.
w2
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Erweiterung der letzten Gleichung mit dem Planckschen Wirkungsquantum
h gibt A(fw) = —hwAV, was als die Energieerhaltung fiir ein Photon,
AEy;, = —AE,y, aufgefasst werden kann. Insbesondere kann die Rotver-
schiebung eines aufsteigenden Photons als kinetischer Energieverlust verstan-

den werden.
Vergleicht man mit Hilfe von Lichtstrahlen Uhren, die sich in P, bzw. Py
befinden, ergibt sich fiir entsprechende Eigenzeitintervalle

Asi _ w2 _ v—guln (4.75)
Asy w1 Vv _.900|P2 . '
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Kapitel 5

Die Schwarzschild-Losung und
experimentelle Tests der ART

5.1 Die Schwarzschild-Losung

Wir suchen das Gravitationsfeld einer “Zentralmasse” in deren Auflenraum,
d.h. eine sphéirisch-symmetrische Vakuumlosung der Einstein-Gleichungen.
Eine Raum-Zeit heifit sphirisch symmetrisch, wenn ihre Isometriegrup-
pe eine Untergruppe isomorph zur SO(3) enthilt, deren Orbits (Menge aller
Punkte, die durch die Gruppenwirkung aus einem Punkt hervorgehen) to-
pologisch S? und raumartig sind. Aus dieser Definition folgt, dass nur 2
der 3 die Untergruppe erzeugenden Killingvektoren in einem Punkt linear
unabhéngig sind. (Die Orbits einer Isometriegruppe = SO(3) kénnen auch
3-dimensional sein: Z.B. ist die Gruppenmannigfaltigkeit der SO(3) isomorph
zur 3-dimensionalen Vollkugel mit identifizierten Oberflachengegenpunkten
(um das einzusehen, wihle man den “Drehvektor” & als Parameter = || < 7
und @& = 77i und & = —77i beschreiben dieselbe Drehung). Die Linksmulti-
plikation definiert auf dieser Mannigfaltigkeit eine einfach transitive Grup-
penwirkung. Durch Transport ausgehend von einem Punkt erhélt man eine
invariante Riemann-Metrik.) Wegen der Rotationssymmetrie ist die induzier-
te Metrik auf jedem Orbit ein Vielfaches der Standard-Metrik

dQ? = db® + sin*0de* (5.1)

auf der S2, da diese vom Einbettungsraum E? induzierte Metrik die einzi-

ge rotationsinvariante ist. Der Multiplikationsfaktor ist bestimmt durch den
Fliacheninhalt A des Orbits. Wir ordnen daher jedem Orbit eine “Radialko-

ordinate”
ro=\/A/Ar (5.2)
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zu. Man beachte, dass nur im E? 7 mit dem Radius einer Sphére identifiziert
werden kann. La. (z.B. im Fall der Topologie R x S?) hat ein Orbit keinen
Mittelpunkt O in der Mannigfaltigkeit, und selbst wenn ein solcher existiert,
ist 7 nicht der Abstand des Orbits von O. Die Definition (5.2) impliziert auf
den Orbits das Langenelement

di? = r2d0?. (5.3)

Wir nehmen an, dass es (zumindest lokal) keine zwei Orbits mit demselben
Fliacheninhalt gibt. Dann ist V,r # 0 und r daher als lokale Koordinate geeig-
net. Mit dieser und einer beliebigen Zeitkoordinate ¢ lautet das allgemeinste
sphérisch symmetrische Linienelement

ds*=f(t,r)dt* — 2g(t, r)dtdr — h(t,r)dr? — r*dQ? (5:4)

(Terme o< dtdf, dtde, drdf, drde sind ausgeschlossen, weil zwar dt und dr,
aber nicht df, d¢ rotationsinvariant sind). Die Funktion ¢(¢,r) kann durch
eine Koordinatentransformation

o B dj — 07
t=jt,r)=dt= 8_fdt+ Edr
eliminiert werden:
dj dj . .07 _ 0j dj
2 97 \2 572 97 .91 _ O] 91 \2y 22 2502
ds® = f(&?) dt +28t_(f87’ g)dtdr (h+2g(9r ((%) )dre — r2dQ=.

Wahlt man .
jtr) = / Lar' + 5

und ldsst den Querstrich von ¢ weg, erhilt man das allgemeine sphérisch
symmetrische Linienelement in speziellen Koordinaten

ds’=e”dt* — eMdr® — r2dQ>. (5.5)

Die Funktionen v(t,r) und A(¢,r) sind aus den Einstein-Gleichungen zu be-
stimmen. Zur Berechnung des Einstein-Tensors benotigen wir zunéchst die
Christoffel-Symbole. Diese werden vorteilhaft aus der Geodétengleichung ab-
gelesen, die aus dem Variationsprinzip

5/Kdr =0, K = —ggi'i”
folgt. Aus (5.5) folgt
K = e"i* — M — 1207 — r?sin04°. (5.6)
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen

0K d oK
Oxt  dr 0t
. . . - 81/ . al/
ergeben fiir i = 0 mit v = 5, V' = 5

pert? — NeM? = 20e % 4 2eVt + 20V it
Der Vergleich mit der Geodétengleichung
t+ 1% =0

liefert sofort ) 5
v A—v
) F81 = 9 I‘011 = 56 )

r002 — r003 S — r033 = 0.
Analog berechnen sich die restlichen Christoffel-Symbole (Ubungsaufgabe).

Eine langwierige Rechnung ergibt schliefllich die Komponenten des Einstein-
Tensors:

0o __
FOO_

N R

1 N 1
Y
=) T
A
_Gol - 67)\;7
VNS S 2 _ 3 _ 1oy VU =N VN L sy
-G =e (7+ﬁ)_ﬁ’ -G =—-G°5 = 3¢ (I/H—f-7 s )_Ze A+ +AD).
Die Feldgleichungen G° = 0 und G';, — G% = 0 implizieren
A=0 (5.7)
und
N+ =0= X +v=qt).
Sei

t
t = / dt'e?®)/2 = v d1? — V942 = e 2.

Durch eine Koordinatentransformation wurde also

v=—\ (5.8)

erreicht, und A héingt nicht von ¢ ab. Die sphérische Symmetrie impliziert
daher im Vakuum die Statik, diese braucht nicht eigens postuliert zu werden!
Die Funktion A kann nun aus G°; = 0 bestimmt werden:
dA dr
rN=1-—¢e'"= = [ —.
/ 1—er r
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Eine elementare Integration liefert mit z = e

r T
In-=1 )
n n|x — 1|
Unter der Annahme z > 1 erhalten wir
1 1
T = $@—>\:_:1_E.
1-— f T r
Mit ¢ = 2M und t — t wird schlieBlich
2M 1
ds* = (1 — T)dt2 -1 wdﬂ —r2dQ?. (5.9)

r

Das ist das Linienelement der Schwarzschild-Metrik, die das Kepler-Poten-
tial der Newtonschen Gravitation verallgemeinert. Im Zuge der Herleitung
haben wir das Birkhoff-Theorem bewiesen: Die Schwarzschild-Metrik ist
die einzige sphérisch-symmetrische Losung der Einstein-Gleichungen im Va-
kuum. Eine analoge Aussage gilt auch in der Elektrodynamik beziiglich des
Coulombfelds. Der physikalische Grund ist hier wie dort ein Erhaltungssatz:
Wegen der Erhaltung der Ladung bzw. der Masse (einer sphérisch symme-
trischen Verteilung) gibt es keine Monopolstrahlung. Wir bemerken noch,
dass wir die Einstein-Gleichungen G%, = G3; = 0 gar nicht beniitzt haben.
Tatséchlich folgen diese hier aus G = G° = G'; = 0 und der kontrahierten
Bianchi-Identitét.

Das Linienelement (5.9) weist in = 0 und r = 2M Singularitéten auf. Da-
von ist nur die erstere eine physikalische Singularitdt, die letztere hingegen
ein Koordinateneffekt, wie wir noch sehen werden. Die Schwarzschild-Metrik
ist auch fiir 0 < r < 2M eine Losung der Vakuum-Einstein-Gleichungen, da
fiir diese die Einschrankung = = e* > 0 keine Rolle spielt.

Eine niitzliche Darstellung der Schwarzschild-Metrik ergibt sich durch die
Transformation auf isotrope Koordinaten:

_ MQ—
T—<1+§)T:>

1—M/(27r) ., - Mg o 2502

— )% dt* — (1+ —)*(d dqa”). 5.10
T M) T g ) (5.10)
Sie zeigt, dass die Raumschnitte {t = const} der Schwarzschild-Losung kon-
form flach sind. Dieser Sachverhalt gilt allgemein fiir sphérisch symmetrische
Metriken (Ubungsaufgabe). Asymptotisch (7 — oo) geht das isotrope Lini-
enelement (5.10) iiber in

ds* = (

2 2
ds® ~ (1 — TM)dt2 —(1+ TM)dFZ.
r r

62



Dieses Linienelement ist identisch mit der Losung der Einstein-Gleichungen
in der 1. post-Newtonschen N#herung (3.9) im zentralsymmetrischen Fall.
Daraus erschlieflen wir die physikalische Bedeutung (die wir durch die Nota-
tion bereits vorweggenommen haben) der Integrationskonstanten

GM

c2

M:

als proportional zur asymptotisch gemessenen schweren Masse M der zentra-
len Quelle. Wir sehen auch, dass die durch 7 definierten isotropen Koordina-
ten ¢ den kartesischen Koordinaten der Newtonschen Gravitation entspre-
chen. SchlieBlich bemerken wir noch, dass die Wahl z = e* > 1 gleichbedeu-
tend mit M > 0 ist. Die andere Wahl ist zwar mathematisch méglich, wegen
der Instabilitdt von Systemen mit negativer Masse aber unphysikalisch.

5.2 Geodaten in der Schwarzschild-Metrik

Wir werden die Bewegung von Testteilchen sowohl in Schwarzschild- als auch
in isotropen Koordinaten diskutieren und setzen daher das Linienelement in
der allgemeinen Form

ds? = e"Mdt* — Adr? — M2 (df? 4 sin*0de?)

an. Die Geodatengleichung folgt aus dem Wirkungsprinzip

5/Kd7'—0,

K = —ggi'ih = "2 — Mi? — er20% — elr2sin®04°.
Da t, ¢ zyklische Koordinaten sind, sind
0K :
——— = 2etr?sin?0¢ = 21, (5.11)
d¢
oK .
— =2e"t=2F 5.12
375 € ( )

Konstanten der Bewegung. Variation der Wirkung nach 6 liefert

. d .
2etr?sinfcosfg® = 2— (etr?0).
dr
0O.B.d.A. kénnen wir die Anfangsbedingung

ezg, b=0=6=0

63



auferlegen, sodass die Teilchenbahn in der Ebene 6 = 7 verlduft. Die Bewe-

gungsgleichung fiir r(7) wird nicht benétigt, weil K = const dieselbe Infor-
mation enthélt. Daher wird die geodétische Bewegung durch 3 gewohnliche
Differentialgleichungen 1. Ordnung beschrieben:

e’ =1, 't =E, e't’ —eM? — e’ = K (K =0,1). (5.13)

In Schwarzschild-Koordinaten ist

2
e”:e_Azl—ﬂ, w=0=
T
. 2 .
-y _p 25—y, (5.14)
T
E? 72 2
= K (5.15)

Die letzte Gleichung lésst sich in den Energiesatz

#OMK P ME K
2 r 272 2

g

T (5.16)

Vers

umformen. Die physikalische Bedeutung der Bewegungskonstanten [, F, K, T
ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe.

Fiir massive Teilchen (K = 1) ist der Energiesatz (5.16) formal identisch mit
dem des Keplerproblems mit dem Zusatzterm —A;‘f im effektiven Poten-

tial V.;s. Aus diesem ldsst sich qualitativ die Radialbewegung bestimmen:

dteff 2 l2 2
R - [ = 0.
- 0=r MT+3 0

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung in r ist
l4
A =
AM?

daher die Bedingung fiir die Existenz eines kritischen Punkts von V¢

— 302,

1| > 2v/3M. (5.17)

Daher hat V, ;s kein lokales Minimum, falls |/| < 2¢/3M. In diesem Fall gibt es
daher keine gebundene Bahn, insbesondere fiihrt freier Fall aus dem Unend-
lichen mit Impaktparameter d < 2v/3M - c/vs unweigerlich ins Zentrum. Mit
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anderen Worten: Der (klassische) Einfangquerschnitt der Schwarzschild-
Losung fiir im Unendlichen mit Geschwindigkeit v, einfallende Teilchen ist
0. = 120 M?3c? /v?,. Falls | > 24/3M, hingt ¢, auf kompliziertere Weise von
Vo ab, bleibt aber immer von der GréBenordnung (2M)?c? /v?, . Im Gegensatz
zum Keplerpotential wirkt also die Schwarzschild-Geometrie in diesem Sin-
ne wie ein “Loch”, dessen Durchmesser ungefihr gleich dem Schwarzschild-
Radius 2M mal ¢/v,, ist.

Falls | > 2v/3M, verschwindet dV, £¢/dr in

12 [ 4 )
Ti:Z/\/li 4M2—3l.

Fiir [ > 2v/3M hat daher V, ¢ ein lokales Minimum in 74 > 6 M. Um diesen
Wert von r existieren daher stabile gebundene Bahnen, wobei die kleinste
stabile Kreisbahn bei r = 6 M fiir [ = 24/3M auftritt. Der auffilligste Unter-
schied zum Keplerpotential besteht im Verhalten V¢ — —oo fiir r — 2M
und in der endlichen Hohe der “Drehimpulsbarriere” = Maximum von V,z;.
Dieses wird zwar fiir [ > 4M positiv, bleibt aber fiir endliches [ endlich.
Da lim;_oor— = 3M, ist r = 3M der Grenzradius der innersten instabilen
Kreisbahn.

Fiir Licht (K = 0) hat V¢ ein Maximum in r = 3M. Hier gibt es also eine
instabile Kreisbahn fiir Photonen, eine stabile existiert nicht. Ein Photon in
r < 3M muss ins Zentrum fallen, falls 2(1— 224)=1192| 4150 im wesentlichen
die Abweichung seiner Bewegungsrichtung von der (nach aufien weisenden)
Vertikalen, zu grof ist. Offenbar wird fiir » — 2M das Entweichen immer
schwieriger; fiir r < 2M wird es vollends unméglich, wie wir in Kap. 6 sehen
werden - daher die Bezeichnung “Schwarzes Loch” fiir diesen Bereich. Aus
dem Maximalwert des effektiven Potentials V;,q, = [?/(54M?) folgt der Ein-
fangquerschnitt fiir Photonen o, = 277 M?. (Dieser Wert geht stetig aus der
fiir massive Teilchen giiltigen Formel o, ~ 277 M?c?/v%, f. 1 > M hervor.)

Die Form der Bahnkurve
Wir suchen die Bahn eines frei fallenden Teilchens in der Darstellung r =
r(¢). Wie im klassischen Keplerproblem beniitzen wir

dr _
d

©-] =

und die Erhaltungsgréfien
eVt — M2 — e“r%z =K, et = F, 6“7“2@5 ==

i =eMeVE? —e M - K) =
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dr , rie2r—A

_ - —u—272
(%) =T (e"E* —e " " — K).

Verwenden wir ebenfalls wie im Kepler-Problem die Variable
lous dr _ —r2d—u
ro do - do’

erhalten wir

d
(ﬁf = 2 AVTEE? et — KPP TMNT? = WP (u). (5.18)

Die Gleichung fiir die Bahnkurve ist dann

u du/
= —. 5.19
o= | 19
Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein elliptisches Integral, das sich i.a. nur

durch Reihenentwicklung berechnen ldsst. Am einfachsten geschieht dies in
isotropen Koordinaten:

= \= ds* = e’dt® — etdi®.
Wir entwickeln
e/ =1—2Mu+26M*u*+ -, (5.20)
e =1+2yMu—+---. (5.21)

Diese Entwicklung ist Teil der sogenannten parametrisierten post-Newtonschen
(PPN) Niherung. Insgesamt verwendet der PPN-Formalismus 10 Parameter.
£ und ~ sind zwei dieser PPN-Parameter. Fiir die Schwarzschild-Losung
in isotropen Koordinaten erhalten wir

1—Mu/2)2_ 1 — Mu+ M?*u?/4
1+ Mu/2” 1+ Mu+ M2u2/4

e’ = ( ~ 1 —2Mu+ 2M*u?, (5.22)

et = (14 Mu/2)* =~ 14 2Mu. (5.23)

Daher ist in der ART
B=1, y=1. (5.24)

5.3 Experimentelle Tests der ART

Die PPN-Parameter 3 und < lassen sich experimentell z.B. im Sonnensys-
tem bestimmen und mit der Vorhersage (5.24) der ART vergleichen. Wir
diskutieren hier die drei wichtigsten Effekte.
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5.3.1 Periastronverschiebung

In der Newtonschen Néherung (|7 < 1) ist die spezifische Gesamtenergie
eines gebundenen Teilchens T ~ —M/(2a), wo a die groBe Halbachse der
Bahnellipse bedeutet. Daher ist
P-1tor~1- M
a
Aus (5.20) folgt
e’ ~ 1+ 2Mu+2(2 — B)M*u?

und aus (5.18) mit A = u

W2(u) = " I?E? —u? — Ketl™?

~ (1429 Mu)(1+2Mu+2(2 — B)M*u?) (1 — M) —u? — (1+2yMu)l 2.
a

Man sieht, dass in der Newtonschen Ndherung, die Terme O(M?) vernachlissigt,
der Parameter « nicht beitrégt (entsprechend der Tatsache, dass nur hgy in
die Geodétengleichung eingeht). Genauer ist in dieser Ndherung

M M 2Mu
W2u) =~ (14+2Mu)l2(1 = =) —u? — 1?2~ - + T — /2
(1) & (1 4+ 2Mu)l (1~ %) A
was auf die bekannte Ellipse als Bahnkurve fiihrt. Eine genauere post- Newtonsche
Niherung entwickelt W?2(u) bis einschlieBlich O(M?), d.h. es werden Kor-
rekturen der elliptischen Bahn bis zu dieser Ordnung beriicksichtigt. Das
Resultat ist (Ubungsaufgabe)
2 M M2, 2 21,2 _ 2
W4 (u) = —w+[2./\/l—2(*y+1)7]l u—[1-M?*(2(2—8)+4v)l"*Ju”* = A+Bu—Cu”.
(5.25)
Es fithrt auf die Bahngleichung

¢ = /“ du/ _ arcsin—2cu _B (5.26)
VA+ BuW —Cu? C VB +4AC '

Die Bahnkurve ist geschlossen, wenn C' = 1, weil dann u(¢) die Periode 27
hat. Mit den allgemein-relativistischen Werten (5.24) von S, v ist C' < 1.
Daher wachst ¢ zwischen zwei aufeinanderfolgenden Periapsis-Durchgéngen
(u = mazx) um 21/v/C = 21 + A¢p mit A¢ > 0, d.h. die Periapsis riickt
vor und es ergibt sich eine Rosettenbahn. Der physikalische Grund ist die
erhohte Anziehungskraft in der Periapsis wegen des Terms —MI?/r3 im ef-
fektiven Potential. (Auch in der Elektrodynamik hat die entsprechende Bahn
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im Coulomb-Potential C' < 1.)
Aus (5.25) lesen wir ab
1 M?

Fiir die Umlaufzeit 7 einer anndhernd elliptischen Bahn mit Halbradien a, b
gilt

2

T = —W, w?a® = M =
w

L[ 1 (7, 1,1 2
abm = —/ rid¢ = —/ r2dr’ = ~lr = ~la*?——
2 Jo 2 Jo 2 2 v M
M

= =4/ —0b.
a

Mit der numerischen Exzentrizitdt

b2
€ = 1—5

> = Ma(l - €)

haben wir

und damit schliefSlich

_ 2T M(2 — B+ 27) _ baM ' (5.27)
a(l —€?) a(l —€?)

Die letzte Gleichung gilt im Fall der Schwarzschild-Losung. Bemerkenswert
ist, dass in diesen Effekt ein nichtlinearer Beitrag der Einstein-Gleichungen,
namlich der Koeffizient 3, eingeht.

Historisch bedeutsam ist, dass die ART auf diese Weise einen (schon im
19. Jht. bekannten) “anomalen” Anteil der Perihelvorriickung des Planeten
Merkur erkléren konnte. Fiir diesen ist

A

a = 58 -10%km, € ~ 0,2 = ¢, = 43,03"/Jht.

(gz.ﬁper ist die Rate der Perihelverschiebung). Beim Vergleich mit der Beob-
achtung ist zu beachten, dass die Verschiebung des Perihels in ekliptikalen
Koordinaten relativ zum Friihlingspunkt gemessen wird und dieser auf Grund
der Prézession der Erdachse mit etwa 5000”/Jht. wandert. Auflerdem verur-
sachen die sdkularen Stérungen der Merkurbahn durch die anderen Planeten
(vor allem Venus und Jupiter) eine Prézession von ca. 530"/ Jht. Nach Abzug
dieser Effekte verbleibt der “anomale” Rest von

Ppercap = 43,11 4 0,45"/ Jht.
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in sehr guter Ubereinstimmung mit der Vorhersage der ART. (Ein weiterer
Beitrag stammt vom Quadrupolmoment J; der Sonne, ist aber vernachléssig-
bar.)

Am besten geeignet zum Studium dieses Effekts sowie auch anderer im Fall
starker Gravitationsfelder sind Bindrpulsare, d.h. Doppelsternsysteme, von
denen mindestens ein Partner ein Pulsar (s. Kap. 6) ist. Z.B. hat das am
langsten bekannte derartige System namens PSR 1913416 (entdeckt von
Hulse und Taylor 1974 (Nobelpreis 1993)) die folgenden Bahndaten:

a = 700000km, € ~ 0,6, M ~2,8My = ¢per ~ 4,2°/.J.

Das am extremsten relativistische bekannte System ist der im Jahr 2003 und
bisher einzige entdeckte Doppelpulsar PSR J0737-3039A,B mit T' = 144min,
e = 0,9 und éper = 16,9°/J. Langfristig sollten in diesem System auch
die geodétische Prézession und die gravimagnetische Periastronprézession
nachweisbar sein.

5.3.2 Lichtablenkung

Mit K = 0 erhalten wir in der linearen Naherung (die hier ausreicht) und in
isotropen Koordinaten

W2(u) = e “I2E% —u? & (1+ 2(1 + ) Mu)E* 2 — 2

E? E?
= A=, B=2(1+7)M%,

= 7
= 1 . 2Cu—B , u—(1+~)ME?[2

= ——arcsin———— = arcsin )

VC VB2 +4AC El-'/(1+7)2M2E22 + 1
Die zuletzt im Nenner auftretende Wurzel kénnen wir ndherungsweise gleich
1 setzen, weil der Impaktparameter fiir Photonen beziiglich eines opaken

Objekts mit R > M notwendigerweise

C=1

l
d=—
E>>M

erfiillt. Damit vereinfacht sich die Bahngleichung zu

E
u= Tsinqb + (1 +9)ME*? =

To l/E

r= —, C= > 1.
1+ csing (1+~y)M
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Da ¢ > 1, geht r — oo fiir ¢ — (oo mit sings, = —1/c. Der Minimalwert
Tmin der Bahn entspricht dem Winkel ¢ = 7/2:

7o
l+c¢
Der Ablenkwinkel 6 = —2¢., berechnet sich aus

Tmin =

E
oo &SNP = —(1 + fy)./\/lT,

LNTQ@_T ) rmind¢NT )
E ~ dt — I'man dt ~ I'min
- 2(1+ 1M
5:iiﬁﬁ—. (5.28)

Fiir einen den Sonnenrand streifenden Lichtstrahl sagt die ART (y = 1) den
Ablenkwinkel
_ 4AMg

"

0o = R, 1,75 (5.29)
voraus. Das ist das Doppelte des Newtonschen Werts (7 = 0). Diese Vorhersa-
ge wurde 1919 durch die beriihmte Sonnenfinsternisexpedition von Eddington
qualitativ bestétigt. Die genaueste Messung von o, ist im Radiobereich mit
VLBI mit Hilfe des Quasars 3C273, der regelméflig von der Sonne verdeckt
wird, moglich (allerdings ist auch die Brechung durch die Sonnenkorona zu
beriicksichtigen). Der Astrometriesatellit HIPPARCOS konnte den Effekt so-
gar noch fiir Sterne bis ca. 90° Winkelabstand von der Sonne nachweisen.
Eine wichtige Konsequenz der Lichtablenkung ist der Gravitationslinsen-
effekt: Bei giinstiger relativer Position von Lichtquelle .S, ablenkender Masse
L (“Linse”) und Beobachter O sieht dieser die Quelle vergroBert (und mit
erhohter Gesamthelligkeit). Wenn die Linse durch eine sphérisch symmetri-
sche Verteilung mit Masse M und vernachléssigbarer Ausdehnung genéhert
werden kann, wird sie als Mikrolinse bezeichnet. In diesem Fall und in der
Kleinwinkelndherung 0 < 1 kann der Lichtweg von S vorbei an L nach
O im Rahmen der euklidischen Geometrie durch 2 gerade Strecken genéhert
werden, die den Winkel m — § einschliefen. Sei S’ der scheinbare Ort der
Quelle, Dpg der Abstand zwischen Punkten P und @, § der Winkel LOS’
und S der Winkel LOS. Dann ist

0Dos = BDos + 0Drs.
Wegen § = 4M /7,5 und 7y = Dor folgt

_g_%
p=6--L, (5.30)
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Dis
DorDos’

Die Gleichung (5.30) ist der einfachste Fall der sog. Linsengleichung, 0z
wird als Einstein-Radius bezeichnet. Bei gegebener Quellenposition [ ist
(5.30) eine quadratische Gleichung fiir # und hat daher zwei Losungen

_B P
0o =5\ 7 +0

=0, >0, 0g; —0g<0_<AO.

Die beiden Bildpunkte liegen also diametral entgegengesetzt auf verschiede-
nen Seiten der Linse. Falls § = 0, ist . = 0. Eine punktférmige Quelle
erscheint dann als sog. Einstein-Ring. Tatséchlich hat das Bild der Quelle
im Fall einer allgemeinen Linse eine ungerade Zahl von Komponenten, was
in der hier gemachten Néherung nicht einzusehen ist. Betrachten wir als ty-
pisches Beispiel zwei Galazien L, S mit Doy, = 1000Mpc, Dos = 3000M pe,

erhalten wir
0 1,8 M
~ -y | ———arcsec.
B 1012 M,

Daraus ersieht man die Wichtigkeit des Gravitationslinseneffekts fiir die Kos-
mologie. Z.B. gestattet die Kenntnis der Laufzeitdifferenz zwischen 2 Bildern
die absolute Entfernungsbestimmung. Der diesbeziigliche Rekordhalter ist
der 2003 entdeckte Quasar SDSS J1004+4112, der von einem Galaxienhau-
fen in 5 Bilder aufgespalten wird. Die Zeitverzégerung zwischen zweien von
diesen betrigt 822 Tage. Da # eine nichtlineare Funktion von £ ist, sind die
von einer Gravitationslinse erzeugten Bilder verzerrt. Diese scheinbare Defor-
mation des Hintergrundes durch Vordergrundobjekte ist im Prinzip immer
vorhanden und wird als cosmic shear bezeichnet. Sie erlaubt eine Tomo-
graphie des Vordergrundes, d.h. die dreidimensionale Bestimmung der Mas-
senverteilung. Das ist vor allem deswegen interessant, weil der Grofiteil der
Masse in Galaxienhaufen nicht sichtbar ist. Auf diese Weise konnnte in den
letzten Jahren erstmals die Verteilung der sog. Dunklen Materie (s. Kap. 7)
entlang ausgewéhlter Sichtlinien bis zu kosmologischen Distanzen bestimmt
werden.

5.3.3 Lichtlaufzeitverzogerung und weitere Tests

Die Lichtlaufzeitverzégerung (Shapiro-Effekt) ergibt sich durch Vergleich
der Lichtausbreitung in post-Newtonscher Ndherung mit der im fiktiven Min-
kowskiraum mit kartesischen Koordinaten = isotrope Koordinaten. Fiir einen
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Lichtstrahl gilt

ds? = (1+2V)dt? — (1 =27V + - )dP =0 =

(@) = -2 1 (1) V- <1
J11

Hier ist ¢ die Koordinaten-Lichtgeschwindigkeit. Im Vergleich zum Minkow-
skiraum ist aber Licht nicht nur langsamer, sondern folgt auch einer ge-
kriimmten Bahn. Aus beiden Griinden ist die Laufzeit grofier. Dieser Effekt
ist am besten mit Radiotranspondern auf Raumsonden und Planetenober-
flachen messbar. Diese Messungen liefern den bisher genauesten Wert von
f=v=1:|y—1] < 107° (Raumsonde Cassini 1997- 2003) und |3 —1| < 1073
(Viking-Marslander 1976-1982 und Lunar Laser Ranging (dauert noch an)).
Wir haben bisher experimentelle Tests fiir post-Newtonsche Effekte bespro-
chen. Andere Experimente testen hingegen nur das Aquivalenzprinzip.
Die klassischen Versuche von Eo6tvos iiber die Kompensation von Schwer-
kraft und Zentrifugalkraft in Festkorpern verschiedener Zusammensetzung
wurden mittlerweile bis zu einer Genauigkeit von 10713 verfeinert. Auch die
Rotverschiebung testet (bei bekannter stationéirer Metrik) nur das Aquiva-
lenzprinzip. Diese kann heute mit Lasern auf der Erdoberfliche iiber Hohen-
unterschiede von wenigen Metern nachgewiesen werden. Im Fall von Ma-
teriewellen (Neutronen, Bose-Einstein-Kondensate) gelingt dies sogar auf
cm-Niveau.

Die Rotverschiebung kann aber auch als Instrument zum Ausmessen starker
Gravitationsfelder verwendet werden. Das prominenteste Beispiel ist die
Analyse der Bahnbewegung in Akkretionsscheiben um mutmafliche Schwarze
Locher mit Hilfe des Profils der 6,4 keV-Rontgenlinie des Eisens. Die Verbrei-
terung dieser Spektrallinie zum Roten hin bedeutet fiir den Innenrand der
Akkretionscheibe der nahen Seyfert-Galaxie MCG 6-30-15 einen Wert von
r < 6M, was nur im Fall eines rotierenden Schwarzen Lochs moglich ist.
Ein wichtiger Test der (linearisierten) ART ist der Nachweis von Gravitati-
onswellen, der aber bisher nur indirekt gelungen ist (s. Kap. 8). Schliefflich
kann auch die Bestimmung kosmologischer Parameter als ein Test von ezak-
ten Losungen der Einstein-Gleichungen aufgefasst werden (s. Kap. 7).
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Kapitel 6

Gravitationskollaps und
Schwarze Locher

6.1 Sternbau und Gravitationskollaps

Im folgenden benétigen wir die Innenraumldsung fiir einen kugelsym-
metrischen Stern im hydrostatischen Gleichgewicht (zwischen Schwerkraft
und Druck). Wir machen daher fiir das Linienelement wieder den allgemeinen
sphérisch symmetrischen Ansatz (5.5)

ds*=e’dt? — e*dr?® — r2dQ?,

wobei aber die Bedingung der Statik A = A(r), u = v(r) zusétzlich aufer-
legt werden muss, da wir nicht mehr den Vakuumfall betrachten. Der Stern
bestehe aus einem idealen Fluid, definiert durch den Energie-Impuls-Tensor

Ty, = (€ + p)uug, + pGik- (6.1)

In einem lokalen Ruhsystem des Fluids reduziert sich der EIT zu diag(e, p, p, p)
mit der lokalen Massendichte € und dem lokalen Druck p, was die kovarian-
te Darstellung (6.1) festlegt. Wegen der Statik ist in den Koordinaten der
Metrik (5.5) u® = 0. Deswegen und wegen der Diagonalform der Metrik ist
die gemischte Version 7% des EIT diagonal und hat dieselben Komponenten
wie in einem lokalen Ruhsystem. Daher lauten die Einstein-Gleichungen (vgl.
den Abschnitt 5.1)

VDY 1
—Gh=e A(r—g — )5 = e (62)
BV 1
_Gll —e )\(7 + ,r__2> — _r2 = ,{/p (63)



(G° = 0ist wegen O\/Ot = 0 identisch erfiillt, und G%, = G3; = —kp werden
nicht benotigt). Aus (6.2) folgt

d%(re’\) =1—ker =
er=1- 2'/\/;(70), 2M(r) = K/OT e(r')rdr’. (6.4)
Die Differenz von (6.3) und (6.2) liefert
v(r)=—=X\r)+k /r dr'r’e*(e + p), (6.5)

weil im Auflenraum die Schwarzschild-Metrik gilt: v = — fiir r > R (Koor-
dinatenradius des Sterns) und M = M(R). Die Funktionen €(r), p(r) sind
aus der Zustandsgleichung p = p(¢) und V,7T,* = 0 zu bestimmen. Eine
kurze Rechnung (Ubungsaufgabe) ergibt

dp V
VT, b = d—f+§(e+p) = 0.

Aus (6.3) folgt

1 1 3 1—e?
V= r(p + S)er = Ly = e Z e

r2e—A

dp  (e+p)(M(r) + 3rpr®) (6.6)

dr r(r—2M(r)) ' '
Dies ist die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung, die mit der Rand-
bedingung p(R) = 0 zu l6sen ist. Es ist instruktiv, diese Gleichung mit der

entsprechenden Newtonschen Gleichgewichtsbedingung zu vergleichen:

dp  GM(r)  eM(r)
d_ _GM),_ oM (67

dp
= |%‘ART > ’%|N6wton~

Die Stabilisierung eines Sterns in der ART erfordert daher vergleichsweise
mehr Druck, d.h. der Gravitationskollaps ist schwerer aufzuhalten als in der
Newtonschen Theorie, u.a. deswegen, weil auch Druck anziehend wirkt. We-
gen der Statik ist

911 = —ny > 0
1 — M)



und insbesondere R > 2M oder M < R/2. Allgemein folgt sogar aus
e>0, & <0, dass M < 3R, weil sonst p(0) divergiert (Ubungsaufgabe).
Unter denselben Voraussetzungen gilt: Fiir jede wohldefinierte Zustandsglei-
chung unterhalb einer Dichte ¢, (eine sehr realistische Voraussetzung) gibt
es eine obere Grenzmasse unabhdngig von R und unabhéngig von der Zu-
standsgleichung oberhalb von ¢, (0. Bew.).

Fiir die Astrophysik besonders relevant ist die Existenz einer solchen Grenz-
masse fiir ein gravitativ gebundenes System aus relativistischen Fermionen.
Wir wollen diese Grenzmasse unter Vernachléssigung sonstiger Wechselwir-
kungen zwischen den Fermionen heuristisch herleiten. Dazu betrachten wir
N Fermionen mit Masse m und Impuls p in einer Kugel mit Radius R. Falls
p > mec, ist ihre Gesamtenergie (~ relativistische kinetische Energie + New-
tonsche potentielle Energie)

m2 m2
E ~ Ney/m2e? + p? — NQ—NNpc—NQGR

Wegen des Pauliverbots miissen die Fermionen einen mittleren Abstand d ~
(V/N)3 untereinander einhalten. Dieser Abstand impliziert wegen der Hei-
senbergschen Unschirferelation einen Nullpunktsimpuls p ~ & ~ AN'/3 /R.
Daher wird

4 1
E ~ (N3he— N2Gm2)ﬁ

fiir kleines R beliebig negativ, falls

2 hC
N3 >
’ Gm?
oder 5
C .3 _3
N > (Gm2)2 =aqa,’ ~ 1077 (6.8)

fir m = my (Nukleonenmasse). Die entsprechende Grenzmasse

(NI

MCh = mNO_/; ~ 1, 4M@ (69)
wird als Chandrasekhar-Grenzmasse bezeichnet. Unter Beriicksichtigung
der starken Wechselwirkung betrigt die Grenzmasse fiir Kernmaterie etwa
1,8My, (abhéngig von der nicht genau bekannten Zustandsgleichung).

Die Chandrasekhar-Grenzmasse ist relevant fiir die Endstadien der Stern-
entwicklung. Diese beginnt mit dem Kollaps zum Protostern durch die
Gravitationsinstabilitét einer Molekiilwolke. Daran schliefit sich (fiir normale
Sterne) das lange Hauptreihenstadium, in dem die Wasserstofffusion mit ih-
rem thermischen Druck das hydrostatische Gleichgewicht aufrecht erhalt. Mit
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dem Erloschen der Wasserstofffusion im Sternzentrum beginnt das kiirzere,
weil letztlich instabile Rote-Riesen-Stadium. Falls die Sternmasse M < 8Mg
ist, endet dieses Stadium mit dem Auswurf eines “planetarischen Nebels”,
der den als Weifler Zwerg bezeichneten Core (bestehend aus der “Fusionsa-
sche” des Sterns) des Roten Riesen zuriicklasst. Ein Weiler Zwerg wird durch
den Fermi-Druck des entarteten Elektronengases stabilisiert und hat einen
Radius von etwa 10000 km. Falls M > 8My, kommt es nach Erléschen der
Kernfusion zum Kollaps des zuletzt durch Fusion gebildeten, aus Eisen be-
stehenden Cores. Dieser Kollaps miindet aber letzlich wegen der durch ihn
ausgelosten Kernreaktionen in der Hiille und wegen des Drucks der freigesetz-
ten Neutrinos in eine Explosion, in der der Stern seine Hiille abwirft. Diese
Explosion wird als Typ II-Supernova bezeichnet. Zwar ist eine vollstandige
Desintegration des Sterns nicht ausgeschlossen, aber in der Regel verbleibt
der kollabierte Core als kompakter Rest. Falls Moy < 1,8M,), ist dieser
Rest ein Neutronenstern, entstanden durch die Reaktion e +p — n + v,.
Er wird durch den Fermi-Druck der Neutronen stabilisiert. (Moglicherwei-
se erfolgt im Inneren eines hinreichend massiven Neutronensterns ein Pha-
seniibergang zu seltsamer oder Quarkmaterie.) Neutronensterne haben einen
Radius von ~ 10km ~ 5M, sodass die ART fiir ihre Beschreibung wesentlich
ist. (Junge) Neutronensterne rotieren mit einer Periode im Bereich von Mil-
lisekunden bis Sekunden. Auflerdem weisen sie ein starkes Dipol-Magnetfeld
(1012 —10'@) auf, dessen Achse meist nicht mit der Rotationsachse iiberein-
stimmt. Dies bewirkt den Pulsarmechanismus, ndmlich (durch relativistisches
“Beamen” geladener Teilchen = Umkehrung der relativistischen Aberration)
gebiindelte elektromagnetische Strahlung in Richtung der Dipolachse, deren
Spektrum vom Radio- bis in den Gamma-Bereich reicht. Neben der eventu-
ell durch Akkretion verursachten Rontgenstrahlung ist diese Strahlung die
wichtigste Quelle astrophysikalischer Information iiber diese Objekte. Falls
Meore > 1,8M¢, (entsprechend einer Gesamtmasse des Sterns von mehr als
30My), tberschreitet der Rest die Chandrasekhar-Grenze und kann durch
keine bekannte Wechselwirkung vor dem vollstiandigen Gravitationskollaps
bewahrt werden: Es entsteht ein Schwarzes Loch - die allgemein relativisti-
sche Verallgemeinerung eines Newtonschen Massenpunkts. (Moglich erscheint
auch der “stille” Kollaps zum Schwarzen Loch ohne Supernova-Explosion.)
Eine extreme Variante von Typ II-Supernovae sind die sogenannten Hyperno-
vae. In diesen entsteht durch Akkretion auf das frisch entstandene Schwarze
Loch ein Paar von Jets (gebiindelte Strahlen geladener relativistischer Teil-
chen). Kollisionen innerhalb der Jets und relativistisches Beamen erzeugen
kurzzeitig (einige Sekunden bis Minuten) einen “Gammastrahlenblitz” (gam-
ma ray burst) und werden damit voriibergehend zu den leuchtkriftigsten
Objekten im Universum (mit Leuchtkraft L bis zu 10*7Lg).
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6.2 Bindungsenergie und Positivitit der Masse

Gemaf Gl. (6.4) ist die Gesamtmasse einer sphérisch symmetrischen Vertei-
lung

M = 4x /OR drr?e(r). (6.10)

Diese ist aber kleiner als das entsprechende Integral mit dem geometrisch
korrekten Hyperflichenelement

Mot == /eda = 471'/d’r’?“2(1—2./\/l(7”)/7“)_1/26(7“) = /Tooda = —/Tiknidm€

(6.11)

= Mt > M = Moo + Mgran- (6.12)

In der 1. post-Newtonschen Naherung ist zu sehen, dass M, < 0 die Bedeu-
tung der Gravitations-Selbstenergie = - Bindungsenergie der Verteilung

hat. Daher ist M,,,; die preassembly mass, d.h. die Summe der Massen der
(urspriinglich oder fiktiv) isolierten Bestandteile der Verteilung. Der relati-
ve Massendefekt —M yrqy /My betrégt in Neutronensternen ca. 30 Prozent.
(Unabhéngig von der linearen Ndherung folgt die Bedeutung von M,,,; aus
der Bemerkung, dass der Normalenvektor n* in (6.11) identisch mit dem
normierten Killingvektor £°/4/—&2 ist. Der Divisor \/—£&2 hebt den Effekt
der Rotverschiebung, d.h. den potentiellen Energieanteil in der materiellen
Gesamtenergie

E= —/J;kgidak

auf. Es gilt £ < M < M,,q, weil M zusétzlich zu E auch einen Beitrag des
Drucks enthilt, s. Ubungsaufgabe.)

Im Fall der Newtonschen Gravitation kann die Bindungsenergie beliebig
grof}; d.h. die Gesamtenergie beliebig klein (negativ) werden, was bekannt-
lich auf Instabilitat fithrt. Wie ist die Situation in der ART? Um diese Frage
zu beantworten, ist erst einmal der Massenbegriff zu kldren. Der Energie-
Impulstensor enthélt keinen Beitrag des Gravitationsfelds. Dieser Beitrag
sollte also in der linken Seite der Feldgleichungen enthalten sein. Da das
Gravitationsfeld lokal wegtransformierbar ist, ist aber klar, dass es keinen
Energie-Impuls-Tensor des Gravitationsfeldes geben kann. Es kann zwar ein
“Energie-Impuls-Pseudotensor” definiert werden, dieser transformiert aber
nur unter linearen Transformationen wie ein Tensor und zeichnet daher ein
spezielles Koordinatensystem oder eine spezielle Hintergrundsmetrik aus. All-
gemein ist die Lokalisierung der Energie des Gravitationsfelds problematisch.
Es ist aber moglich, die Gesamtenergie eines isolierten Systems sinnvoll zu
definieren. Im stationédren Fall leistet das die Komar-Masse, die Gegenstand
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einer Ubungsaufgabe ist. Fiir eine allgemeine asymptotisch flache Raum-
Zeit lasst sich aus der Hamiltonschen Formulierung der Feldgleichungen der
ADM-Viererimpuls P’ gewinnen, von dem wir hier nur die Energiekom-
ponente angeben: Sei ¥ eine asymptotisch flache raumartige Hyperfliche mit
induzierter Metrik hqs. Dann ist

1

Eapy =P’ = —
2K Soo

(hags = hgpa)dF. (6.13)

Hier ist S, eine Sphére (im Sinn der asymptotischen euklidischen Geome-
trie) “im Unendlichen” und dF'® das durch ihre Einbettung in ¥ definierte
vektorielle Flachenelement. Die ADM-Energie umfasst den gesamten Ener-
gieinhalt der Raum-Zeit und ist von 3 unabhéngig. (Es ist auch moglich,
den Energieverlust durch Gravitationsstrahlung zu beschreiben. Dazu defi-
niert man die Gesamtenergie zu einer gegebenen retardierten Zeit durch ein
Integral vom Komar-Typ iiber eine Sphére im lichtartigen Unendlichen, das
das erzeugende Vektorfeld £ einer gewissen asymptotischen Zeittranslations-
symmetrie enthélt:

1 )

Ep=—= / Vitkdoy, (6.14)
K Soo
1

(doy, = :I:ieiklmdxl Adx™).

Ep wird als Bondi-Energie bezeichnet.)

Es ist hochst bemerkenswert, dass in der ART im Gegensatz zur Newton-
schen Theorie ein Massenpositivitdtstheorem gilt: Erfiillt eine isolier-
te Verteilung auf einer raumartigen asymptotisch euklidischen Hyperfliache
die Energiedominanzbedingung (T%w, zeitartig V zeitartigen u bzw.
e > |5]) und sind die Einstein-Gleichungen erfiillt, dann erfiillt ihre Ge-
samtmasse M > 0 (genauer: ihr ADM-Viererimpuls P ist zeitartig und
zukunftsgerichtet). M = 0 bzw. P' = 0 genau dann, wenn die Raum-Zeit
der Minkowskiraum ist. (Die letzte Aussage impliziert auch die Stabilitit
des Minkowskiraums.) Die Positivitéat gilt auch fiir die Bondi-Masse. (Eine
Verschéarfung des Massenpositivitdtstheorems ist die vor einigen Jahren be-
wiesene Penrose-Ungleichung M > \/A/16m. Hier bedeutet A den Fléachen-
inhalt der duflersten Minimalfiiche (d.h. Flache mit verschwindender mitt-
lerer &uBerer Kriimmung) in einer asymptotisch euklidischen Hyperfléche.)
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6.3 Schwarze Locher

6.3.1 Maximale analytische Erweiterung der Schwarzschild-
L6sung
Die Schwarzschild-Metrik hat in r = 2M eine Koordinatensingularitat. Wir

suchen neue Koordinaten, in denen diese Singularitdt nicht auftritt. Dafiir
geniigt es, sich auf das zweidimensionale Linienelement

2M 1
2 (1 — 52 — 2
d5™ = r Jdt 1—2M/rdr

zu beschranken. Sei zunéchst r > 2 M. Fiir radiale Nullgeodéten gilt

dr
ds? = dt =4+——— = 4dr*
5T=0= 1—2M/r n=

rt=r+ 2Mln(ﬁ —1), —oco <r* <oo. (6.15)

r* ist eine monotone Funktion von r und daher als Radialkoordinate geeignet.
Die Gleichung fiir eine aus- bzw. einlaufende Nullgeodite lautet

t = +r* + const.
Wir definieren als nachstes die Nullkoordinaten
ui=t—r", vi=t+r" (6.16)

Sie heiflen so, weil u = const und v = const aus- bzw. einlaufende Null-
geodaten sind. In diesen Koordinaten wird das Linienelement zu
2 2
as? = (1= a2 — ) = (1 = 2 dudo. (6.17)
r r
Darin ist die Funktion r(u, v) implizit definiert durch die transzendente Glei-
chung

r v—u
IMIn(—— — 1) = p* = .
r+ /\/ln(2M )= 5
Wir haben
1 . 2M _ e(T*—T)/?M 2M -
r T

ds? = —2M e T/ PMm/AM oy dy .
r
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Als néchstes berechnen wir den affinen Parameter 7 entlang der radialen
Nullgeodéten mit Hilfe der Erhaltungsgrofie

:_/ (1= 2 ar - /1__ iy
2

Im auslaufenden Fall u = const folgt

2B°

Wichtig ist nun die Beobachtung, dass die ersten zwei Faktoren im Integran-
den regulér in r = 2M (v/ — —o0) sind und ihr Produkt von beschrinkter
Variation im Intervall 2M < r < oo ist. Daher

e4M dv'.

v/4M v/4M

dei, e > 0: e < T < g€

= lim 7 =00, lim 7=0.
vV—00 v——00

Analog gilt im einlaufenden Fall

lim 7= —o0, lim 7=0.
U—r—00 uU— 00

Allgemein heilen Geodéten, deren affiner Parameter nicht ganz R {iber-
streicht, unvollstindig. Wir haben also gesehen, dass das Gebiet {r > 2M}
geodétisch nicht vollsténdig ist. Tatséchlich lassen sich aber die betrachteten
Nullgeoditen iiber dieses Gebiet hinaus, d.h. zu kleineren Werten von r, fort-
setzen (was i.a., namlich bei Vorliegen einer physikalischen Singularitit, nicht
moglich ist). Damit bieten sich auch globale Koordinaten an, ndmlich die af-
finen Parameter selbst. Um bei elementaren Funktionen zu bleiben, wéhlen
wir allerdings nicht diese, sondern die davon nur unwesentlich (ndmlich um
einen positiven und monotonen Faktor) abweichenden Funktionen

U=—e"im, V = eim, (6.18)

die offensichtlich wieder Nullkoordinaten darstellen. Das Linienelement

32 M3 —r/2M
ds? = ST gy (6.19)

r

ist in diesen neuen Koordinaten im Bereich {r > 2M} analytisch und kann
daher zu Koordinatenwerten U > 0, V < 0 fortgesetzt werden. Da die
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Einstein-Gleichungen auf eine gewthnliche Differentialgleichung fithrten, de-
ren Koeffizienten in r (mit Ausnahme einfacher Pole) analytisch sind, ist
auch die derart analytisch fortgesetzte Metrik Losung dieser Gleichungen.
Die durch (6.19) definierte Metrik hat offenbar keine Singularitit in r = 2M
(U = V = 0). Damit sind die gesuchten globalen Koordinaten gefunden.
Allerdings zeigen die Gleichungen

— r*/2./\/l: 1_L r/2M
uv e ( 2./\/1)6

Y

1 V

dass
r(U,V)=r(-U-V), t(UV)=t-U,-V),

d.h. die Umkehrung der Transformation auf die neuen Koordinaten ist zwei-
deutig. Da auch die Metrik in den neuen Koordinaten die Einstein-Gleichungen
16st, ist diese Zweideutigkeit konsistent nur so zu interpretieren, dass diese
tatsédchlich eine Karte der vervollstdndigten Schwarzschild-Mannigfaltigkeit
definieren, die urspriinglichen aber nicht. Dieser Sachverhalt wird am besten
im Kruskal-Diagramm veranschaulicht. Dieses unterteilt die Raum-Zeit
in 4 Sektoren, ndmlich zwei asymptotisch flache (I und III) mit r > 2M
und zwei durch die Singularitit in r = 0 berandete (IT und IV) mit r < 2M.
Die analytische Ausdehnung der Mannigfaltigkeit ist mazimal: Jede Geodéte
kann bis zu beliebigen Werten des affinen Parameters ausgedehnt werden oder
trifft bei einem endlichen Wert desselben auf eine Singularitdt. Bemerkens-
wert ist die Topologie R? x S? (= R x (R3 — {0})) dieser Mannigfaltgkeit
und die Tatsache, dass die Singularitdten raumartige Linien sind (da die-
se nicht Bestandteil der Mannigfaltigkeit sind, bezieht sich diese Aussage
genaugenommen auf die raumartigen Hyperflichen {r = const} im Limes
const — 0).

Der Killingvektor % ist in I und III zeitartig, aber in IT und IV raumartig.
Dort ist r eine zeitartige Koordinate. Auf der verzweigten Nullhyperflache
{r =2M} = Ht UH" ist % lichtartig und definiert damit einen Killing-
horizont. Die Verzweigungssphédre {U =V = 0} hat (wie auch alle anderen
raumartigen Schnitte des Horizonts) den Radius 2M.

Die Regionen I und III sind zwei kausal getrennte asymptotisch flache Raum-
Zeit-Gebiete. Die Region II wird als Schwarzes Loch bezeichnet. Sie ist
vom flachen zukiinftigen Unendlichen der Bereiche I und III nicht einsehbar
(das ist die allgemeine Definition eines Schwarzen Lochs). Der Rand H™ des
Schwarzen Lochs stellt daher einen zukiinftigen Ereignishorizont fiir Be-
obachter in I dar. Die Region IV wird als Weifles Loch bezeichnet. Sie ist
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durch den vergangenen Ereignishorizont kausal vom vergangenen Un-
endlichen der Region I getrennt.

Der Ereignishorizont ist auch eine Hyperflache unendlicher Rotverschie-
bung. Eine weitere physikalisch interessante Eigenschaft ist, dass er aus
marginal gefangenen Flichen besteht. Eine gefangene Fliche ist ei-
ne glatte kompakte zweidimensionale raumartige Untermannigfaltigkeit T’
mit der Eigenschaft, dass beide (d.h. “ein”- und “auslaufende”) Familien
von zukunftsgerichteten Nullgeodédten orthogonal auf T kontrahieren, d.h.
der Flacheninhalt von raumartigen Schnitten der durch die beiden Familien
definierten Nullhyperflichen nimmt (lokal) zur Zukunft hin ab. Die Sphéren
{t = const,r = const} in Il sind gefangene Fléichen, die analogen Sphéren
auf dem Ereignishorizont haben orthogonal auslaufende Nullgeodédten mit
verschwindender Kontraktion und sind daher marginal gefangen. Im all-
gemeinen, d.h. nicht sphérisch symmetrischen Fall ist der Ereignishorizont
aber weder durch unendliche Rotverschiebung noch durch marginal gefan-
gene Fldchen ausgezeichnet. Die raumartigen Schnitte {t = const,0 = 7}
der Kruskal-Raum-Zeit sind als Rotationsparaboloide im E? einbettbar. Der
“Schlund”, der die beiden Regionen I und III verbindet, wird als Wurmloch
bezeichnet. Allerdings ist wegen der hier gegebenen Kausalitéitsverhéaltnisse
das Wurmloch nicht durchfahrbar: Der Schlund schliefft sich, bevor er durch-
quert werden kann.

6.3.2 Gravitationskollaps und allgemeine Schwarze Lécher

Wie physikalisch sind die Regionen IIT und IV? Da diese als Vervollstéindi-
gung einer Vakuumldsung auftreten, sind sie fiir unser Universum bedeu-
tungslos, zumal es auch keine empirischen Hinweise auf die Existenz Weifler
Locher gibt. Schwarze Locher entstehen (zumindest heutzutage) durch Gra-
vitationskollaps von Materie aus reguliren Anfangsbedingungen. Auch im
idealisierten Fall eines sphérisch symmetrischen Kollapses treten dann im
Raum-Zeit-Diagramm nur die Regionen I und II, und auch das nur teilweise,
in Erscheinung. Neben dem kausaltreuen modifizierten Kruskal-Diagramm
ist auch ein flichentreues Raum-Zeit-Diagramm zur Beschreibung des Vor-
gangs geeignet. In beiden Darstellungen sieht man, dass das Schwarze Loch
im Sterninneren entsteht und nach dessen vollstdndigem Kollaps einen sta-
tiondren Endzustand erreicht.

Sphérische Symmetrie ist keineswegs eine wesentliche Voraussetzung fiir die
Entstehung Schwarzer Locher, sondern diese entstehen auch aus allgemeine-
ren Anfangsdaten. Es wird sogar vermutet, dass Schwarze Locher den generi-
schen Endzustand fiir den Gravitationskollaps darstellen. Diese Vermutung
stiitzt sich auf das Singularitidtentheorem (Hawking und Penrose 1970):
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Erfiillt eine Raum-Zeit (M, g) (i) Rgputu® < 0 fiir alle zeitartigen u bzw.
(wegen der Einstein-Gleichungen) erfiillt die Materie die starke Energie-
bedingung T,,uu’ > —%TCC und (ii) eine gewisse Generizitdatsbedingung und
(iii) existiert in (M, g) eine gefangene Fliche, dann enthélt (M, g) mindes-
tens eine unvollstandige zeitartige oder Nullgeodate. Allerdings macht dieses
Theorem keine Aussage iiber die Natur der Singularitdt, die die geodétische
Vollstéandigkeit verhindert. Insbesondere ist nicht ausgeschlossen, dass es sich
um eine nackte Singularitit handelt. Eine solche liegt per definitionem dann
vor, wenn sie von einem Beobachter in einer asymptotisch flachen Region
der Raum-Zeit einsehbar ist (nicht in diesen Begriff eingeschlossen ist eine
“Anfangssingularitét” (wie sie z.B. in einem Weiflen Loch auftritt). Fiir eine
Prézisierung dieser Definition siche z.B. Wald(1984). Nackte Singularitéten
bedeuten den Verlust der Vorhersagbarkeit auf Grund von Anfangsdaten und
sind daher fiir eine physikalische Theorie untragbar. Es gibt viele Argumente
dafiir, dass das Endresultat des Gravitationskollapses immer ein Schwarzes
Loch, d.h. nie eine nackte Singularitét ist, sofern die Energiedominanzbe-
dingung erfiillt ist und asymptotisch flache Anfangsdaten fiir die Einstein-
Gleichungen mit geeigneten asymptotischen Abfallbedingungen fiir die Ma-
teriefelder vorliegen. Diese Aussage ist als die Vermutung der kosmischen
Zensur (cosmic censorship hypothesis) bekannt und gilt als das grofite un-
geloste Problem der klassischen ART. Fiir mathematisch prézise Formulie-
rungen dieser Hypothese siehe wieder Wald(1984). Offenbar héngt die phy-
sikalische Relevanz der Schwarzen Loch-Losungen der Einstein-Gleichungen
von der Giiltigkeit der Vermutung ab. Wenn sie aber richtig ist, ergibt sich ein
iiberraschend einfaches Bild der Endzusténde des Gravitationskollapses. Es
gilt ndmlich das No-Hair-Theorem: Die Losungen der Einstein-Maxwell-
Gleichungen fiir stationdre Schwarze Locher sind durch die drei Parameter
M, J, Q) bestimmt. Hierbei bedeutet J den Gesamtdrehimpuls und @ die Ge-
samtladung des Schwarzen Lochs. Die Verallgemeinerung der Schwarzschild-
Losung, die diese drei Parameter enthélt, ist als Kerr-Newman-Metrik be-
kannt. Spezialfille sind Kerr (Q = 0) und Reissner-Nordstrom (J = 0).
Stationdre Schwarze Locher sind also so einfach zu klassifizieren wie Fun-
damentalteilchen. Thre mechanischen Eigenschaften erfiillen drei Relationen,
die formal mit den Hauptsétzen der Thermodynamik iibereinstimmen, wobei
der Fliacheninhalt des Horizonts die Rolle der Entropie spielt. Die (semiklas-
sische) Quantentheorie zeigt, dass diese Analogie nicht nur formal besteht:
Schwarze Locher emittieren thermische Strahlung der Temperatur Ty = ;r—“k
(Hawking-Effekt), wo r die Oberflichenbeschleunigung des Schwarzen Lochs
ist (k = 1/4M fiir die Schwarzschild-Metrik). Stationédre Schwarze Locher
sind daher sehr einfache, aber nichttriviale thermodynamische Systeme im
(anndhernden) Gleichgewicht.
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Zuriick zur Ph&nomenologie: Das Erscheinungsbild des Kollapses im Un-
endlichen ist bestimmt durch die Rotverschiebung. Da der Rotverschie-
bungsfaktor z = AA/A — oo bei Anndherung an den Horizont, bleibt
strenggenommen die Sternoberfliche fiir einen auflenstehenden Beobachter
immer auflerhalb des Horizonts. Allerdings gilt fiir die Sternoberfléche

2(t) o< el/*M (6.20)

(0. Bew.), d.h. die Sternoberfliche “erlischt” exponentiell mit einer Abkling-
zeit 7 ~ 107%s fiir M = M. Das kollabierte Objekt erscheint daher sehr
plotzlich als eine schwarze Scheibe vor einem durch die Lichtablenkung sehr
stark verzerrten Hintergrund.

Sehr gut gesicherte Kandidaten fiir Schwarze Locher sind die stellaren
Schwarzen Locher, d.h. die Endprodukte des Kollapses von massereichen
Sternen. Sie sind im Prinzip nachweisbar, wenn sie einen normalen Stern als
Partner haben: Die viskos auf ca. 108K aufgeheizte Akkretionsscheibe emit-
tiert dann thermische Strahlung im Rontgenbereich, und die Masse des mut-
maflichen Lochs 148t sich aus dem Doppler-Effekt des Partnersterns (nach
unten) abschétzen. Derzeit sind ca. ein Dutzend solche Kandidaten in unserer
Galaxis und ihren Nachbarn bekannt, die Gesamtzahl der Schwarzen Locher
allein in unserer Galaxis konnte aber bis zu 10% betragen. Eine Unterklasse
stellen die Mikroquasare dar, die zusétzlich zur Akkretionsscheibe (hoch-
gradig verdnderliche) Jets aufweisen. Eine andere Klasse bilden die super-
schweren Schwarzen Locher. Sie sind im Zentrum der meisten Galaxien
anzutreffen; nachgewiesen werden sie als unsichtbare Massenkonzentration in
einem kleinen Volumen auf Grund der Keplerschen Bewegung von Sternen
und Gaswolken. Das zentrale Schwarze Loch unserer Galaxis (bekannt als Ra-
dioquelle Sagittarius A*) hat eine Masse von 3,6 - 10°M,, es sind aber auch
Schwarze Locher mit bis zu 10'° Sonnenmassen bekannt. Die meisten dieser
superschweren Locher sind ”still”, d.h. weisen keine besondere elektroma-
gnetische Aktivitit auf. Anders verhalten sich hingegen die quasistellaren
Objekte (QSO’s), oft auch Quasare genannt (obwohl damit urspriinglich
nur quasistellare Radioquellen bezeichnet wurden). Sie kénnen in Ausschnit-
ten des Spektrums vom Radio- bis in den Gammabereich beobachtet werden,
wobei ihr Strahlungsfluss kurzzeitig (innerhalb von Tagen oder noch rascher)
variiert, was auf die Kleinheit der emittierenden Region hinweist. Diese Ob-
jekte sind die zentralen "Motoren” der aktiven Kerne von Galaxien (AGN)
und sind die leuchtkriftigsten permanenten (viele Millionen Jahre) Strah-
lungsquellen im Universum. Die Strahlungsenergie stammt aus einer Akkre-
tionsscheibe um das Schwarze Loch, die meist auch einen bipolaren Jet speist.
Da die Akkretionsscheibe auflerdem noch von einem Staubtorus umgeben ist,
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erkléart sich die Vielfalt der AGN (die von Radiogalaxien bis zu den im TeV-
Bereich emittierenden Blazaren reicht) aus der unterschiedlichen Neigung
des Staubtorus bzw. des Jets relativ zur Sichtlinie. Es sind auch AGN mit
einem gebundenen Paar von Schwarzen Lochern bekannt. Eine dritte Klasse
von mittelschweren Schwarzen Léchern (M ~ 10°M) im Zentrum von
Kugelsternhaufen ist weniger gut gesichert. Vollig hypothetisch sind die pri-
mordialen Schwarzen Lécher, die mit dem Urknall entstanden sein kénnten.
Sie konnen im Prinzip beliebig leicht sein, doch wéren heute alle mit einer
urspriinglichen Masse < 10*?kg auf Grund des Hawking-Effekts zerstrahlt.

85



Kapitel 7

Kosmologie

7.1 Das kosmologische Prinzip und seine Kon-
sequenzen

7.1.1 Isotropie und Homogenitéit

Gegenstand der Kosmologie ist die grofiraumige Struktur des Universums
und seine zeitliche Entwicklung. Beziiglich der rdaumlichen Struktur strebt
sie nur statistische Aussagen an. Zu Hilfe kommt dabei die empirische Be-
obachtung, dass das Universum nach rdumlicher Mittelung all seiner lokalen
Eigenschaften iiber eine Skala von einigen 100 Mpc homogen erscheint. (Die
Aussage ist deswegen nichttrivial, weil das Universum insgesamt wesentlich
grofer als diese Mittelungsskala ist. Die Skala entspricht der Ausdehnung der
grofiten bekannten Strukturen im Universum (“great walls”). Unterhalb die-
ser Skala ist das Universum hierarchisch strukturiert: Galaxien bilden Grup-
pen, diese Cluster, und diese Supercluster (die grofiten stabilen Strukturen
im Universum). Die Supercluster erscheinen bevorzugt entlang eindimensio-
naler Ketten (Filamente) angeordnet. Diese bauen zweidimensionale Winde
auf, die riesige (anndhernde) Leerrdume ( Voids) blasenférmig umgeben. Die-
se Strukturen kénnen qualitativ mit numerischen Simulationen reproduziert
werden, die auf dem in diesem Kapitel beschriebenen theoretischen Standard-
modell basieren.) Auerdem erscheint das Universum zumindest von unserem
Standort aus betrachtet isotrop, d.h. es ist keine Richtung ausgezeichnet.
Das ist eine zusétzliche Information, weil Homogenitdt nicht Isotropie er-
fordert. Aus der Isotropie um jeden Punkt folgt aber die Homogenitét (im
Fall einer skalaren Verteilung im dreidimensionalen Raum wiirde jede Ver-
letzung derselben durch einen Gradienten beschreibbar sein und daher lokal
eine Richtung auszeichnen). Das Kosmologische Prinzip postuliert, dass
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unser Standort, was die gemittelten Eigenschaften betrifft, vor keinem an-
deren ausgezeichnet ist: Das Universum ist isotrop um jeden Punkt. Es ist
daher auch homogen. Dieses Prinzip vereinfacht nicht nur das Erstellen theo-
retischer Modelle, sondern erweist sich auch als empirisch erfolgreich. Wir
werden uns daher in diesem Kapitel auf einen Abriss der auf diesem Prinzip
basierenden Standard-Kosmologie beschrianken.

Wir beginnen mit einer geometrischen Prézisierung der Grundbegriffe:
(DEF 1) Eine Raum-Zeit (M, g.) heift raumlich isotrop um jeden Punkt,
wenn es eine Kongruenz zeitartiger Linien (d.h. durch jeden Punkt geht ge-
nau eine) mit folgenden Eigenschaften gibt: Seien P ein beliebiger Punkt,
u|p ein Tangentenvektor an die ausgezeichnete Linie durch P und sy, so zwei
beliebige Einheitsvektoren in Tp und L u|p. Dann existiert eine Isometrie,
die P und u|p erhélt, aber s; in sy iiberfithrt. (Die Linien der Kongruenz
sind die moglichen Weltlinien ausgezeichneter “isotroper Beobachter”, denen
das Universum lokal isotrop erscheint.)

(DEF 2) Eine Raum-Zeit heifit riumlich homogen, wenn es eine einpara-
metrige Familie von raumartigen Hyperflachen ¥, mit M = J, £, ¥, N%, =
() f.t1 # to gibt (eine solche Familie heifit eine Foliation: jeder Punkt liegt ge-
nau in einer Hyperfléche), so dass fiir jedes ¢ und beliebige Punkte P, Q € ¥,
eine Isometrie existiert, die P in @) iiberfiihrt.

Man kann nun formal beweisen, dass die Isotropie in jedem Punkt die Homo-
genitét impliziert: Die Isometrien aus (DEF 1) lassen mit einem Punkt P und
u|p auch die durch diese beiden bestimmte Geodéte invariant. Was fiir die
betrachteten Tangentenvektoren ss € Tp gilt, gilt auch fiir ihre Bilder unter
einem Paralleltransport entlang dieser Geodéte. Wegen der Eindeutigkeit des
Paralleltransports gilt daher fiir jeden Punkt ) auf der Geodéte beziiglich
deren Tangenten v|g die in (DEF 1) geforderte Eigenschaft. Wihlt man nun
zu jeder Linie der urspriinglichen Kongruenz eine derartige “tangentiale”
Geodite, erhélt man (zumindest lokal) eine neue, geoddtische Kongruenz
mit denselben Eigenschaften. Wéare diese von der urspriinglichen verschieden,
gébe es in einem Punkt zwei verschiedene isotrope Beobachter (entsprechend
zwei verschiedenen zeitartigen Vektoren u,u’ € Tp). Das ist aber bei Anwe-
senheit von Materie (was wir voraussetzen) ausgeschlossen (Ubungsaufgabe).
Jede Kongruenz mit den Eigenschaften aus (DEF 1) ist also geoditisch. Sie
ist auBlerdem hyperflichenorthogonal, weil ein nichtverschwindender Twist-
Vektor €%u;V iy (vgl. das Frobenius-Kriterium (4.62)) eine durch das Vek-
torfeld v und die Metrik bestimmte Richtung | u auszeichnen wiirde und da-
her unter den betrachteten Isometrien invariant sein miisste, im Widerspruch
zu deren Definition. Sei {¥;} die Foliation der auf die Kongruenz orthogo-
nalen Hyperflichen (mit einem beliebigen Parameter ¢) und seien P, Q) € ¥;.
Dann existiert ein weiterer Punkt R € ¥; derart, dass die Geodéten beziiglich
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der induzierten Metrik auf ¥, die R mit P und @) verbinden, dieselbe Lénge
haben (falls ¥; nicht geodétisch vollsténdig ist, miissen die beiden Geodéten
nicht in einer einzigen enthalten sein, weil sich dann i.a. 2 beliebige Punkte
nicht durch eine Geodite verbinden lassen; moglicherweise sind auch Zwi-
schenpunkte einzufithren und das Argument ist wiederholt anzuwenden). Da
> unter den betrachteten Isometrien invariant ist, sind diese auch Isome-
trien beziiglich der induzierten Metrik und fithren daher Geodéten auf ¥,
wieder in solche iiber. Die laut Voraussetzung existierende Isometrie, die den
normierten Tangentenvektor der einen betrachteten Geodéte in R in den der
anderen iiberfiihrt, bildet daher laut Konstruktion auch P nach ) ab, was
Zu zeigen war.

7.1.2 Riume konstanter Kriimmung

Der Riemann-Tensor (3)Raﬁ'y 5| p der induzierten Metrik h,p auf X, definiert
eine lineare Abbildung L : W — W auf dem 3-dimensionalen Vektorraum
W der antisymmetrischen Tensoren vom Typ (0, 2) iiber Tp(%;). Wegen

(3)Raﬂ75 E) Ros508

ist L symmetrisch beziiglich des durch h,g definierten positiv definiten Ska-
larprodukts in W. Daher ist L diagonalisierbar. Wegen der I[sotropie sind alle
Eigenwerte von L gleich, weil sonst gewisse Tensoren 2. Stufe und damit die
dazu dualen Vektoren geometrisch ausgezeichnet waren. Es folgt L = —2Kid
oder @R J° = —2K5 5, bzw.

@ Ragrs = — K (harhgs — hashgy)- (7.1)

Wegen der Homogenitét ist K = const auf 3;. ¥; ist daher ein Raum kon-
stanter Kriimmung.

Satz: Zwei Rdume konstanter Kriimmung, derselben Signatur der Metrik
und mit demselben Wert von K sind lokal isometrisch.

Wir beweisen den Satz nur fiir n = 3 und Signatur +-++: Uberschieben der
Gleichung (7.1) mit h*® ergibt

Rgy = —K(hgy — 3hpy) = 2K hg,. (7.2)

Da Isotropie sphérische Symmetrie impliziert, hat das Linienelement auf 3
in gewissen Koordinaten r,6, ¢ die Darstellung

d%? = hopda®da’ = M dr? 4 r?dQ>. (7.3)

88



Die nichtverschwindenden Komponenten des Ricci-Tensors sind

R N R L n 1+1 AN —e?
= — = — = —Tre — € .
1= B = g 5
Aus (7.2) erhalten wir damit
e r=1-Kr’=

B dr?
11— Kr?
Damit ist der Satz bewiesen, denn wir haben eine eindeutige Metrik gefunden,

deren Kriimmung K gibt.
Falls K # 0, fiithrt die Umdefinition r — r/4/| K| auf

dx? + 72(d6? + sin*0d¢?). (7.4)

1 dr?

d¥? = —(+——
|K|(1—k‘r2

+7r2d0?), k = sgn(K). (7.5)
Dieses Linienelement gilt mit |[K| = R™2 > 0 auch fiir & = 0. Wir sehen,
dass es lokal nur 3 Typen (entsprechend den Werten k& = 1,0, —1) von Réiu-
men konstanter Kriimmung gibt. Allerdings lasst sich jeder dieser Typen mit
vielen verschiedenen globalen Topologien realisieren; insbesondere gibt es fiir
jeden Typ offene und geschlossene Versionen. Wir werden nur die folgenden
Standardrdume betrachten:

a) Der euklidische Raum E? (K = 0): Das der Metrik (7.5) entsprechende
Linienelement

d¥? = R*(dx® + dy* + dz?) = R*(dr® + r?dQ?) (7.6)

unterscheidet sich nur unwesentlich von der Standardform in kartesischen
Koordinaten, weil der Skalenfaktor R keine absolute geometrische Bedeu-
tung hat.

b) Die Riemannsche 3-Sphire S* (K > 0): Sie ist definiert durch die Einbet-
tung

3 x =)
i=1
in den E*. Der Ubergang von den kartesischen Koordinaten X; zu den Hy-
perpolarkoordinaten a, 6, ¢, 0 < a < m, definiert durch
X4 = Rcosa, X3 = Rsinacost, Xo = Rsinasinfsing, X1 = Rsinasinfcoso
ergibt das Linienelement
d¥? = R*(da? + sin®a(df* + sin*0d¢?))
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= |sina =r| = R2(d—762 + 72dQ?)
N o 1—1r2 '

Die 3-Sphére beschreibt ein raumlich geschlossenes Universum (kompakt und
randlos) mit “Weltradius” R, der offenbar eine direkte geometrische Bedeu-
tung hat.

¢) Der 3-dimensionale hyperbolische Raum H? (K < 0): Dieser Raum war
historisch das erste bekannte Beispiel einer nichteuklidischen Geometrie. Er
ldsst sich am einfachsten darstellen durch die Einbettung als 3-dimensionales

Hyperboloid im 4-dimensionalen Minkowskiraum:

3
XZ - ZX’LZ = R27
i=1

X4 = Rcosha, X3 = Rsinhacost, Xy = Rsinhasinfsing, X1 = Rsinhasinfcoso
3
= d¥? = (dX,)* =) (dX;)* = R*(do” + sinh®a(d6” + sin’0d¢”))
1

= |sinha = r| = R*( dr” + r2d0?)
B - 1472 '
Das entsprechende Universum ist wie im Fall a) offen (topologisch R?), der

Skalenfaktor R hat aber hier unmittelbare geometrische Bedeutung.

7.1.3 Die Raum-Zeit der isotropen Kosmologie

Die Koordinaten fiir ein 3, in denen wir das Linienelement (7.5) hergeleitet
haben, lassen sich durch Transport entlang der ausgezeichneten Weltlinien
isotroper Beobachter und die Hinzunahme von deren Eigenzeit ¢, der soge-
nannten kosmologischen Zeit, zu einem ausgezeichneten 4-dimensionalen
Koordinatensystem erweitern, in dem die Metrik nur noch eine freie Funktion

R(t) enthalt:

2
1 — kr?
Diese Metrik heifit (Friedmann-Lemaitre-)Robertson-Walker-Metrik. R(t)
ist der kosmologische Skalenfaktor, der nur fir £ = 41 unmittelba-
re physikalische Bedeutung hat. Im Fall £ = 0 sind nur die Verhéltnisse
R(t1)/R(t3) relevant. Laut Konstruktion sind die Weltlinien isotroper Be-

obachter {x® = const} Geodéten. Der geodatische Abstand auf den Hyper-
flichen 3; (im Sinn der induzierten Metrik) ist

d(t) = R(t)| Aol (7.8)

ds* = dt* — R*(t)( +7r2dQ?) = dt* — R?*(t)do*. (7.7)
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wobei |Ac| der geodétische Abstand in den Standardraumen mit R = 1 ist.
Es folgt

v=d= R|Ac| = %d.

Mit der Hubble-Konstanten H := R/ R nimmt diese Gleichung die Form
des Hubble-Gesetzes
v=Hd (7.9)

an. Dieses Gesetz wurde zuerst empirisch von Hubble Ende der 1920er Jahre
gefunden, es folgt aber - bis auf den Wert der Hubble-Konstante H - schlicht
aus dem kosmologischen Prinzip. Man beachte, dass H zwar ortsunabhingig,
aber zeitabhdngig ist und dass die Entfernung d und die Relativgeschwin-
digkeit v, die in das Hubble-Gesetz eingehen, sich auf denselben Zeitpunkt
beziehen. Der heutige Wert der Hubble-Konstante ist

km/s
pc

Hy ~ 70 >0 (7.10)
und insbesondere positiv, d.h. das Universum expandiert. Zu erwarten
wire, dass die Relativgeschwindigkeit v(t) zweier Objekte (und damit auch
die Hubble-Konstante) wegen der Gravitationsanziehung im Lauf der Zeit ab-
nimmt. Wenn die Relativgeschwindigkeit friiher nicht kleiner war, dann waren
die Objekte vor endlicher Zeit ( Weltalter) T < do/vo = Hy ' am selben Ort.
Das gilt fiir alle Objekte und deutet auf einen singuldren Anfangszustand des
Universums hin, der als Urknall (Big Bang) bezeichnet wird. Tatséchlich
ergeben Beobachtungen weit entfernter Supernovae vom Typ Ia (nukleare
Detonation Weifler Zwerge wegen Uberschreitens der Chandrasekhar-Grenze
durch Akkretion) - zumindest bei naiver Interpretation - das iiberraschende
Resultat, dass v(t) heutzutage zunimmt. Dieses Phdnomen wird als Akzele-
ration des Universums bezeichnet. Die einfachste, aber keineswegs gesicherte
Erklarung dafiir ist, dass das Universum von einem gravitativ abstolenden
Medium (Dunkle Energie) erfiillt ist. Quantitativ lisst sich die Anderung der
Expansionsgeschwindigkeit beschreiben durch

b= (H+ H*)d = —H?qd, (7.11)
worin .
RR

der dimensionslose Bremsparameter (deceleration parameter) ist. Die nai-
ve Interpretation der erwéahnten Beobachtungen liefert fiir den heutigen Wert
qo ~ —0, 5. Das negative Vorzeichen entspricht der Akzeleration.
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7.1.4 Kosmologische Rotverschiebung

Wir betrachten einen Lichtstrahl mit Ausbreitungs-Vierervektor k. Seien ¥ 5
zwei Homogenitatshyperflichen und P, € ¥; und P, € Y5 Punkte auf dem
Strahl. Dann gilt folgendes

Lemma: Es existiert ein Killingvektorfeld ¢ der kosmologischen Raum-Zeit
mit £|p, proportional zur Projektion von k auf den Tangentenraum Tp(¥4).
Der Beweis gliedert sich in drei Schritte:

1. Die Projektion einer Nullgeodite auf ¥ 4 ist eine Geodéte beziiglich der
3-Geometrie von 4.

2. Diese Geodéte ist Trajektorie eines Killingvektors &.

Die Behauptungen 1. und 2. werden in den Ubungen bewiesen.

3. Die Fortsetzung von £ auf M ist eindeutig bestimmt durch £, = —L¢u =
0, d.h. Transport von £ entlang der ausgezeichneten Kongruenz.

Aus der in 3. angegebenen Charakterisierung von ¢ folgt

\/§|P1 o R(tl)
NP ) (7.13)

Da k lichtartig ist, hat fiir jedes P in einer Homogenitétshyperfliche > die
Projektion von k auf u|p dieselbe Linge wie die Projektion auf 7»(X). Daher
gilt fiir die lokalen Frequenzen

wa = —kily = ki(€'//€2)|p,.

Da k;£" entlang eines Strahls erhalten ist, folgt

o Eln R
o e Rl )

Wir erhalten daher im Fall R(ty) > R(t,) fiir den Rotverschiebungsfaktor

:)\2—)\1 :ﬂ—lzR(t2)
)\1 %) R(tl)

z: —1. (7.15)

Die Berechnung der Rotverschiebungs-Entfernungsrelation dy(z) benotigt
die Kenntnis der Exzpansionsgeschichte des Universums. Falls z < 1, lasst sich
aber eine Naherungsformel herleiten. Entlang Nullgeodéten ist

ds* = dt* — R*(t)do?® = 0 =

o gt At gy
do = R Aa:R/ — =R _—
o=Foldol=FRo | Rw T Re—p)
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Im letzten Schritt haben wir R(ty—t") = Ry(1 — Hoyt') verwendet. Wir setzen
nun

1
At =~ do - §H0d(2)

ein in
R, R
l+z=p = — 1 %1+H0At+(1+%)H§(At>2
U Ry — RoAt + §Ro(At)2
Ro(lfHOAt:,%QOHg(At)Q)
1
= 2z~ Hydy + %H&dé (7.16)
oder
1
dy~ Hil(z — —1 902y (7.17)

Der heutige Abstand dy ist also eine fallende Funktion von ¢y, was fiir die
theoretische Interpretation der erwdhnten Supernova-Daten wesentlich ist.

7.2 Dynamik und Geschichte des Universums

7.2.1 Die Friedmann-Gleichung

Wir betrachten die Einstein-Gleichungen mit kosmologischer Konstante
A:
G = —kTy + Agz‘k~ (718)

Diese urspriinglich von Einstein selbst vorgeschlagene Verallgemeinerung sei-
ner Feldgleichungen wird heute nicht als eine Modifikation der klassischen
ART verstanden, sondern als eine Konsequenz des Quantencharakters der
Materie: Die bevorzugte Interpretation des kosmologischen Terms ist die als
quantenmechanischer Vakuumerwartungswert des EIT:

A .
E(S’Lk = _<71 k>UCLC = _dlag(_el\?pl\ap/hp/\)- (719)

Falls A > 0, entspricht der kosmologische Term also einer positiven Energie-
dichte und negativem Druck py = —ej. Der Erwartungswert in (7.19) wird
tatsédchlich von der Quantenfeldtheorie vorhergesagt, allerdings ist er diver-
gent und muss regularisiert werden. Eine natiirliche Regularisierung lasst
erwarten, dass



Hier bedeutet I, ~ \/Gh/c? ~ 107%*m die Planck-Linge und m, = \/he/G ~
107°g die Planck-Masse. Die einfachste Interpretation der erwihnten Beob-
achtungen von Supernovae Ia ergibt aber A/k ~ 1072?gem ™3, also um einen
Faktor > 10'2° zu wenig.

Ein gutes Modell fir die (gemittelte) Materie ist ein ideales Fluid mit EIT
(6.1). Das kosmologische Prinzip impliziert ¢ = €(t), p = p(f) und u =
(1,0,0,0) in den durch das Prinzip ausgezeichneten Koordinaten. Wie in
Kap. 6 vereinfachen sich die Einstein-Gleichungen fiir die gemischten Kom-
ponenten:

R+ k
G =3 7 = ret A, (7.20)
N R R*+k
-G = —2R — g =P A, (7.21)
G.* =0 sonst.

Bilden wir #-(7.20)+(7.21), erhalten wir, falls A = 0,

R 1
2% — _ —e). 29
7 K(p + 36) (7.22)

Wir sehen, dass fiir die Abbremsung der Expansion derselbe Term €+ 3p ver-
antwortlich ist, den wir bereits mehrmals als mafigebliche Quelle gravitativer
Anziehung identifiziert haben. Akzeleration tritt auf, wenn p < —e/3. Diese
Bedingung kann mit einer kosmologischen Konstante A > 0 erfiillt werden.
Die Gleichung

[(7.20) - R*] + (7.21) - (R®)

fithrt auf die Bilanzgleichung
(R%) + p(RY) = 0, (7.23)

die auch aus V,T%* = 0 erhalten werden kann. Im Fall staubartiger Materie

p < € folgt
e=E/R?, (7.24)

d.h. die Gesamtenergie der Materie ist konstant. Im Fall von Strahlung gilt

ﬂ20$pzfé
3
€R® + 4eR’R =0 = (eR") =
= e=K/R" (7.25)
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Diese Gleichung kann so verstanden werden, dass die Photonenzahl erhalten
ist, aber wegen der Rotverschiebung (A oc R) die Energie pro Photon pro-
portional zu R~1 abfillt.

(7.20) lasst sich umformen zu

1 1
R? = g/@'eRQ —k+ gAR?. (7.26)

Daraus folgt

3H?
G
€erit 15t die kritische Massendichte, ihr heutiger Wert ist ca. 107*%g/cm?.
Die empirischen Daten lassen sich am iibersichtlichsten mit dem dimensions-
losen Dichteparameter

k>0 =€+ — > €ir = (7.27)
K

Q= (7.28)

€crit
vergleichen: Aus der Winkelanisotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung
(s. unten) ldsst sich im kosmologischen Standardmodell 4 &~ 1 erschliefien,
d.h. das Universum ist in guter Naherung rdaumlich flach. Die Energiedichte
des Universums hat in diesem Modell heute zwei Hauptbeitrige:

Qo = Qp + QU (2, + Q). (7.29)

Der Beitrag der Materie €2, setzt sich zusammen aus dem Beitrag der ba-
ryonischen Materie €2, =~ 0,04 und dem Beitrag €2y ~ 0,2 der Dunklen
Materie, deren Existenz bisher nur rein gravitativ erschlossen werden konn-
te. Den Hauptanteil an der Energiedichte hat in diesem einfachen Modell
mit 2 =~ 0,75 die Dunkle Energie, als deren einfachstes Modell der kos-
mologische Term angesehen werden kann. Auch die Dunkle Energie macht
sich nur durch ihre gravitative Wirkung bemerkbar, namlich die Akzeleration
des Universums. Sie scheint im Gegensatz zur Dunklen Materie, die wie die
normale Materie zur “Verklumpung” neigt, homogen verteilt zu sein. (Die
Beitrige der Neutrinos und Photonen, €, < €, und Q, ~ 107, sind heute
fiir die Dynamik des Universums unmaflgeblich.)

Falls Materie und Strahlung nicht wechselwirken, erfiillen ihre EIT V, T% = 0
separat, und daher ist

E K

(7.26) wird damit zur Friedmann-Gleichung

. rIC kE 1
R2= — + = 4+ _AR?> — k. 7.30
3R2 + 3R * 3 (7.30)
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Qualitative Diskussion der Losungen

Ist R klein, dann hat ein strahlungsdominiertes Universum den Skalenfaktor
R(t) o t'/2, ein materiedominiertes R oc t*/®. Wir haben die Zeitkoordi-
nate so definiert, dass der Urknall zu ¢ = 0 eintritt. Er entspricht einer
Krimmungssingularitit, wie aus (7.20) und (7.21) abzulesen ist.

Ist R groff und A > 0, dann ist

R o eVA/3,

Die entspechende Metrik definiert einen Ausschnitt des de-Sitter-Universums.
In diesem gilt H = \/A/3 = const und daher ein perfektes kosmologisches
Prinzip: Kein Zeitpunkt ist vor dem anderen ausgezeichnet. Tatséchlich ist
das de-Sitter-Universum eine Raum-Zeit mazimaler Symmetrie. Falls das
heutige Universum in der Tat vom kosmologischen Term dominiert wird,
dann ist es bereits im Ubergang zu einer asymptotischen de-Sitter-Phase.
Ein offenes Universum (k < 0) expandiert jedenfalls ewig, ein geschlosse-
nes (k = +1) wird letzlich kontrahieren, falls A unter einem kritischen Wert
bleibt. Ein statisches Universum (R = const) ist nur mit & = +1 und ei-
nem gewissen positiven Wert von A moglich. Allerdings ist dieses Einstein-
Universum instabil.

7.2.2 Das frithe Universum

Unser Universum ist weder exakt isotrop noch homogen. Trotzdem impli-
ziert die ART die Existenz einer Anfangssingularitit, weil auch die “zeit-
gespiegelte” Version des Singularitdtentheorems von Hawking und Penrose
gilt und entsprechende gefangene Flachen bei Riickextrapolation der heuti-
gen Expansion auftreten. Unser Wissen iiber das frithe Universum beziehen
wir (auBer aus der fiir die primordiale Nukleosynthese ca. 100 s nach dem
Urknall aufschlussreichen Héufigkeit der leichtesten Isotope) hauptséichlich
aus der kosmischen Hintergrundstrahlung. Diese ist eine nahezu perfek-
te thermische Strahlung mit der heutigen Temperatur Ty ~ 2, 7K. Obwohl
die entsprechende Energiedichte heute vernachlassigbar ist, enthélt die Hin-
tergrundstrahlung wegen der hohen Zahl der Photonen N, ~ 10°N, den
Grofiteil der Entropie des Universums (wenn man die Entropie der Schwar-
zen Locher, die insgesamt noch um einen Faktor von mindestens 1019 gréfier
ist, nicht mitzahlt). Wegen der Bilanzgleichung (7.23), die thermodynamisch
als 6Q) = dE + pdV = 0 interpretiert werden kann, ist die Expansion des
Universums adiabatisch, solange die Nédherung des idealen Fluids gilt. Die
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thermische Geschichte des Universums lédsst sich daher einfach rekonstru-
ieren. Aus e, o« R™*, ¢, o R folgt, dass die Strahlung vor z ~ 10* die
Materie energetisch dominierte (sehr frith war die Materie selbst relativistisch
und daher strahlungséhnlich). Wegen €, oc 7% war daher im friihen Univer-
sum T o< R, Bei z ~ 1000 (¢ ~ 400000 Jahre, T ~ 3000K) entkoppelten
Materie und Strahlung (die neugebildeten Atome waren im Gegensatz zum
vorher bestehenden Plasma “durchsichtig”). Seither wurden die Photonen der
thermischen Strahlung nicht mehr gestreut, und die kosmische Hintergrund-
strahlung erlaubt daher den Blick auf die diesem Zeitpunkt entsprechende
Fliche der letzten Streuung. Vor diesem Zeitpunkt war auch die baryonische
Materie wegen der starken Kopplung an die Photonen thermalisiert. Danach
konnte die Strukturbildung einsetzen: Der mittlere Dichtekontrast der baryo-
nischen Materie 6 = d¢/e ~ 107° (entsprechend primordialen Schwankungen
des Gravitationspotentials §V/c?, die ihren Ursprung vermutlich in Quanten-
fluktuationen haben) konnte auf Grund des Falls der baryonischen Materie in
die schon ab z ~ 10* von der Dunklen Materie gebildeten “Halos” (§ ~ 1073
zum Zeitpunkt der Abkopplung) anwachsen.

Die Thermalisierung war im sehr frithen Universum allumfassend: Da die
Wechselwirkungszeit 7., als Funktion der Teilchenzahldichte n und des Wir-
kungsquerschnitts o(7")

1 R332

~ — e

noc o o(T)

T’LU’LU
erfiillt und die Zeitskala der Expansion

N—.K\Jt7

Texp

ist frith genug Ty, < Teyp (falls o nicht zu rasch mit der Energie abnimmt)
und es kann sich trotz der Expansion Gleichgewicht einstellen, aus dem die
Materie dann spéter ausscheidet. Bei Temperatur T sind alle Teilchen (und
Antiteilchen) mit m < kT als relativistisches Gas vorhanden. Dieses hat die

Energiedichte
2

v
f

mit ay = 1 fiir Bosonen und oy = 7/8 fiir Fermionen. gy ist die Zahl der
Polarisationsfreiheitsgrade (=2 fiir ein masseloses Teilchen). Im sehr frithen
Universum fanden eine Reihe von Phaseniibergingen statt, die die Elementar-
teilchenphysik vorhersagt. Eventuell damit verbundene topologische Defekte
scheinen aber nicht als dominante Strukturen in der Hintergrundstrahlung
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auf. Als frithester Phaseniibergang wurde seit ca. 1980 der Zerfall des falschen
Vakuums eines hypothetischen skalaren Feldes diskutiert. Er bewirkte mogli-
cherweise ca. 10738s nach dem Urknall eine als Inflation bezeichnete expo-
nentielle Expansion des Universums, die den Skalenfaktor innerhalb von ca.
1073%s um einen Faktor von mindestens 103 vergroferte. Diese Inflationshy-
pothese kann sowohl die Homogenitéit des Universums und seine rédumliche
Flachheit als auch die Entstehung der primordialen Dichteschwankungen er-
kldren. Sie hat mittlerweile an Attraktivitidt gewonnen, weil sich herausge-
stellt hat, dass Inflation gar keinen Phaseniibergang und die damit verbun-
dene Feinabstimmung von Parametern bendétigt, sondern schon im Rahmen
der klassischen Feldtheorie eine generische Konsequenz der Existenz eines
fundamentalen Skalarfelds ® ist, dessen Selbstwechselwirkung, beschrieben
durch ein Potential V' (®), nur minimalen Einschrinkungen unterliegt.
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Kapitel 8

Gravitationswellen

8.1 Ebene Wellen in linearer Niherung

8.1.1 Die transversale spurlose Eichung

In der linearen Naherung (Kap. 3) ist g;x = mi + 2h;,. Definiert man

1
Yir, = i, — —Uikhzl

2
und wahlt die harmonische Eichbedingung
=0, (8.1)

vereinfachen sich die linearisierten Einstein-Gleichungen zu
Lpi, = —kK T

Wir interessieren uns fiir eine Vakuumlosung ¢;; = ¥ (t — x) der Einstein-
Gleichungen. Eine solche beschreibt offenbar eine ebene Welle, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit in der x-Richtung ausbreitet. Aus der harmonischen
Eichbedingung (8.1) folgt fiir eine solche Welle

5,0 = 4!

und daraus
wio - r(/}il + const

sowie
Yo’ = —,' + const.

Ist der Wellenzug lokalisiert,

Vi, — 0 f. x — +o0,
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dann miissen alle Konstanten verschwinden. Die Einstein-Gleichungen in der
harmonischen Eichung fiihren daher auf 10 — 4 = 6 unabhéngige Kompo-
nenten von ¥, z.B. 1,°, 0, 10 ¥, 1,3, 1,3 Wir beniitzen nun die
innerhalb der harmonischen Eichung verbleibende Eichfreiheit

Vi = Yig + Nijp + Mg — nik/\fl mat OA; = 0.

Tatséchlich existieren 4 Funktionen A;(t — x), die es ermoglichen, die 4 Be-
dingungen
w10 = wzo = wso = W =0

zu erreichen. Wir haben also eine Eichung gefunden, in der die einzigen nicht
verschwindenden Komponenten des linearisierten Gravitationsfeldes hoy =
—hgs und hog = hge sind. Diese Eichung wird als transversale spurlose
Eichung (TT-Eichung: h; — hL1) bezeichnet. Kovariant ldsst sich diese
Eichung charakterisieren durch die Gleichungen

hij’j =0, hzZ =0, hijuj =0, (82)

wobei u der Geschwindigkeits-4-Vektor eines Beobachters ist. Man beachte,
dass die TT-Eichung nur moglich ist, wenn die Feldgleichungen erfiillt sind
(analog zur Strahlungseichung A® = 0 = divA bzw. Au’ = 0, A';= 0 der
Elektrodynamik).
8.1.2 Bewegung im Feld der ebenen Welle
Da in der TT-Eichung I, =0, ist

2'(s) = 8 ys + ) (8.3)

eine Losung der Geodétengleichung, d.h. Teilchen, die im KS der linearen
Néherung ruhen, sind geodétisch. Die rdumlichen Absténde solcher Teilchen
sind jedoch nicht konstant, wie aus dem rdumlichen Linienelement

d¥? = da® + (1 + 2hgy)dy® + (1 — 2hgs)dz* + 4hosdydz

folgt. Genauer dndern sich nur die Teilchenabstdnde senkrecht zur x-Achse,
d.h. die Welle ist transversal. Da h;; spurlos ist, ist

det 922 923 ) _ 1,
932 933
d.h. transversale Querschnittsflichen &ndern sich nicht. Ebene Gravitations-
wellen sind daher Scherungswellen.
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Im Fall hos = 0, hoy # 0 ist der physikalische Abstand [ eines “ruhenden”
Teilchens von der x-Achse

P(t—x) = (14 2h90)y? + (1 — 2hg9) 2% = 2 (t — ) + Z2(t — ).

Das eben definierte Koordinatensystem (g, Z) ist realisierbar durch eine star-
re Platte (die inneren Krifte, die deren Konstituenten fixieren, sind viel
grofer als die Scherkraft der Gravitationswelle). In diesem System wird die
Bewegung des betrachteten geodétischen Teilchens beschrieben durch

y(t — ) = (1 + ha)y, Z(t—x)%(l—hgg)z:>%+§%2,

was einer linearen Teilchenbahn entspricht. Daher wird eine Welle mit hgz = 0
als linear polarisiert bezeichnet. Falls hoy eine harmonische Funktion mit
Kreisfrequenz w ist, ergibt sich fiir Teilchen, die auf dem Kreis y?+2? = const
angeordnet sind, eine Schwingungsform, die in den Koordinaten (y, z)
durch einen sich periodisch zu Ellipsen verformenden Kreis beschrieben wird,
wobei die Hauptachsen der Ellipsen mit der - und z-Achse iibereinstimmen.
Auch im Fall hoy = 0, heg # 0 liegt eine lineare Polarisation vor, weil die
Metrik durch eine Rotation um 45° diagonalisiert werden kann und dann
der zuvor betrachtete Fall vorliegt. Diese beiden Fille sind die Hauptmoden
linearer Polarisation.

Allgemeinere Fille sind hoy/hog = const entsprechend linearer Polarisa-
tion in allgemeiner Richtung und h2, + h3; = const. Hier bewegen sich die
Teilchen auf Kreisen, weil diese Welle durch Superposition der beiden li-
nearen Hauptmoden mit einer Phasenverschiebung von 90° entsteht. Diese
Wellenform wird daher als zirkular polarisiert bezeichnet. Die Schwin-
gungsform ist hier eine mit Frequenz w/2 rotierende Polarisationsellipse. Im
allgemeinen Fall elliptischer Polarisation bewegen sich die Testteilchen
auf Ellipsen, und Gestalt und Achsenrichtung der Polarisationsellipse &ndern
sich mit der Frequenz w/2. Man beachte, dass alle diese Bewegungsmuster
keinen Punkt in der Transversalebene auszeichnen, weil diese einem raum-
lich 2-dimensionalen anisotrop expandierenden bzw. kontrahierenden, aber
homogenen Universum entspricht.

8.2 Gravitationsstrahlung

Wir betrachten eine lokalisierte Quelle im Rahmen der linearen Néherung:

K
A7y

Yi(t, ©) /Ti’}ftd:”x’ + O(%) (8.4)
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mit
Tie' = Tt — 7, 7).
La. reprisentiert (8.4) den ersten Term einer Multipolentwicklung, die sinn-

voll ist, wenn die charakteristische Wellenléinge des Feldes v;;, A > Ausdeh-
nung der Quelle erfiillt. Das Laue-Theorem (Ubungsaufgabe)

1 d?
/dnga@ S ErTyx®? (8.5)

liefert zusammen mit (8.4) die Quadrupolniherung

Yop = L[ Braegleret (8.6)

Das hier auftretende Integral ist invariant unter Translationen 2% — x® —a®,

weil
dd d P&
TE = gzl = 0

/d?’x:paé’: %/d?’wmaé ~ —%/d%:vo‘sﬁ,ﬁ: %/d%S“

d
— —P=0.
dt

Hier bedeutet “~” Vernachlédssigung der Strahlungsriickwirkung, d.h. es ging
die speziell-relativistische Energie-Impuls-Erhaltung 7%, = 0 ein.

Hauptinhalt dieses Abschnitts ist die Berechnung der Strahlungslelstung
Diese ist identisch mit dem Gesamtenergiefluss, der aus dem EIT ¢;; der
Gravitationswelle zu berechnen ist. ¢;; kann im Rahmen des kanonischen
Formalismus im Minkowskiraum berechnet werden. Wir bevorzugen hier die
Berechnung aus einer Entwicklung des Einstein-Tensors nach Potenzen des
linearisierten Feldes und dessen Ableitungen. Die benétigte Entwicklung ist

und

G =GP +G% ... = —kTy. (8.7)

Hier enthalt GZ%) nur Terme der Gestalt 90h und ng) nur Terme der Gestalt
Ohoh, hooh. Es folgt

Gy = —r(Ti + tay) (8.8)

mit ]
ti = —G, (8.9)
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wenn wir Terme hoherer Ordnung vernachléssigen. Die letzte Gleichung de-

finiert den Energie-Impuls-Tensor des linearisierten Gravitationsfel-

des, was wegen des vorhandenen Minkowski-Hintergrundraums méoglich ist.
Wegen "
1

Rijig = 40k, (8.10)

(Ubungsaufgabe) gilt die Bianchi-Identitét

Ry, =0

ijlkl,m]
und daher auch ihre Kontraktion (mit der Minkowski-Metrik)
G =0 (8.11)

exakt. Da aulerhalb der Quelle G, = 0, ist dort trivialerweise G eichin-
variant. Daher ist auch Gg,z) in der betrachteten Ordnung eichinvariant. Da
trivialerweise auflerhalb der Quelle auch Gik’k = 0, folgt

G 0. (8.12)

t; hat daher in der betrachteten Ordnung alle erwiinschten Eigenschaften
eines EIT; unklar ist nur noch die Positivitat der Energie.
Wir haben nun GEZ) zu berechnen. Laut Definition ist

1
G =R} - 57711{777””3% + (—hgn™ RS + nh™RE)).

Da wir fiir h;, Losungen von RE;) = 0 einsetzen werden, werden wir den Term
in Klammern nicht weiter beriicksichtigen.
Wir setzen nun h als wellenartig, d.h. oszillierend an:

h ~ cosS, S,;# 0, (8.13)

sodass 71 ft';oJFT hdt =~ 0 fiir geniigend grofie 7. Da wir nur am Zeitmittel
der Strahlungsleistung interessiert sind, werden gewisse Terme in t;; nicht
beitragen. Insbesondere mittelt sich der Beitrag der partiellen Ableitungen
der Christoffel-Symbole heraus, da

(7)) = 9(hdh) ~ d(cosSsinS) ~ cos2S
oszillierend ist. Im Zeitmittel ist also nur

=(2)i 1)i m 1)i m
RO, =™ pOm i pom
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mit ‘
F(l)zjk = 0" (hmj s + Pmk,j — Pjkm)
zu beriicksichtigen.

Betrachten wir zunéchst den Spezialfall S = S(t — x), hoy = —hss, hy =0
sonst. Eine einfache Rechnung ergibt

R[()%) = 2h§2, R(()Ql) = —2h§2, Rg) = 2h§2, Rf.,? = 0 sonst.
= ™ RZ =0 =
1 1 2.
t()(] = EG((]%) = ER(()%) = Eth = —t01 = —tlo = t117 tzk = 0 sonst. (814)

Falls hos # 0, ist h2, durch h3, + hgg zu ersetzen. Daraus ist die Positivitét
der Energiedichte einer ebenen Welle ersichtlich.

Allerdings gilt dieses Resultat nur fiir hy = hLT(t — ), und das ist bei
Ausstrahlung von einer isolierten Quelle nur asymptotisch in einer Richtung
erreichbar. Global ist nur die allgemeine harmonische Eichung verwendbar,
daher bendtigen wir ¢;;, in dieser. Wir hatten innerhalb der harmonischen Ei-
chung noch Eichtransformationen mit den Funktionen A;(¢—z) durchgefiihrt.
Diese lieBen aber hgs, hsz und hseg unberiihrt. Daher gilt

h22 + h33 =0 (815)

allgemein in der harmonischen Eichung. Es folgt

hog = 129 — %%l = thoy — %(%2 + 1h33) = %(?ﬁm — t33).

Daher ist in der harmonischen Eichung
21 . o
too = —[7 (V22 — ¥33)" + vy (8.16)

AuBlerdem ist tg; = —tgo (der Energietransport erfolgt mit Lichtgeschwindig-
keit) und ¢;° = 0 wie in der Elektrodynamik.

Innerhalb der harmonischen Eichung ist auch global ¥,, = 0 erreichbar
(ndmlich mit einer Transformationsfunktion der Gestalt

A o(t —r)
r
so dass AT .
d *K - = aa
" dr 2¢ )



Aus der allgemeinen Losung

K

waﬁ 8_ éretl‘,a.l‘,ﬁdgl‘,
T
wird in dieser Eichung
K re
Vas =g 0 (8.17)
mit dem Quadrupoltensor
1
Qap = /d?’xe(f)(xo‘xﬁ — §5a5r2). (8.18)

(Natiirlich geht wegen der Eichinvarianz des EIT auch ohne die letzte Eich-
bedingung nur der spurfreie Anteil von 1,5 in diesen ein, wie man in der
nichsten Formel sieht). In grofiler Entfernung von der Quelle entlang der
x-Richtung ergibt sich damit

2 K ‘ret iret

sret
tor = —;(%) [ (@5 — @s3)” + (Q3)7] (8.19)
Fiir eine allgemeine Ausbreitungsrichtung mit Einheitsvektor 77 ist anzuset-
zen

K coret sret iret sret’ iret

toaNa = —W[@(Qagnanﬂ) + anﬁQaﬂ + CQanganv] (8.20)

Der Vergleich mit dem obigen Spezialfall 7 = (1,0, 0) bestimmt die Konstan-
ten zu

1 1
=~ b== c=—1 8.21
a 47 27 C ) ( )
wobei Q11 = —(Q22 + Q33) zu verwenden ist.
Die Gesamtstrahlungsleistung der Quelle ist
dE 5o
—E = 7{5 -dF = —%toadFa = —/ toanaT’de. (822)
r=const

4
/nanng = ?ﬂ-éa//j,

47
/nanﬁnvn(g 5 — (00306 + 6ay085 + 00s0sy)

folgt schliefllich
dE G - sret  sret
- dt 5 5@a5@a67 (823)
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die sogenannte Einsteinsche Quadrupolformel. Diese hat fiir Gravitati-
onsstrahlung denselben Stellenwert wie die Larmor-Formel

dE 2d - [ .,

fiir elektrische Dipolstrahlung. Da es in der Gravitation wegen der Impulser-
haltung keine Dipolstrahlung gibt, ist das Quadrupolmoment einer Massen-
verteilung das niedrigste Multipolmoment, das abgestrahlt werden kann. Aus
Dimensionsgriinden geht die dritte Zeitableitung von Q),s in die Strahlungs-
leistung ein. Der Vorfaktor in der Quadrupolformel ist in Standardeinheiten
sehr klein, sodass die gravitative Strahlungsleistung der meisten astrophysi-
kalischen Systeme vergleichsweise bescheiden ist.

Die Quadrupolformel und damit die Existenz von Gravitationswellen {iber-
haupt wurde durch die Messung der Verringerung der Bahnperiode (iiber
grofle Zeitrdume) in Bindrpulsaren indirekt bestétigt. Das am besten vermes-
sene System ist der bereits in Kap. 5 erwédhnte Bindrpulsar PSR 1913+16,
der mittlerweile die Vorhersage der Quadrupolformel mit einer Genauigkeit
von 0,3 Prozent reproduziert.

8.3 Nachweis von Gravitationswellen

8.3.1 Astrophysikalische Quellen

Betrachten wir ein gravitativ gebundenes System mit typischer Relativge-
schwindigkeit v der Konstituenten, dann ist in grofem Abstand r vom System
die typische Amplitude der emittierten Gravitationswelle

2
h ~ g/ex:v L GMe V(r)Vo, (8.24)
r r
wo Vp das Newtonsche Potential am Ort der Quelle bedeutet. Im Fall relati-
vistischer Bewegung ist Vj ~ 1. Z.B. erzeugt die Entstehung eines Schwarzen
Lochs mit M = 10M, aus einer Supernova mit Vj ~ 1 in 107 Lichtjahren
Entfernung eine Amplitude

M 10km
h~w—~———— ~ 107",
r 107 - 103km
Mit verniinftiger Haufigkeit sind aber auf der Erde nur Amplituden h < 10~2°
zu erwarten.

Man kann die moéglichen Quellen nach der Signalcharakteristik einteilen
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in

a) Bursts: Gravitationskollaps (Supernova), Kollisionen (von Neutronenster-
nen oder Schwarzen Lochern), Spiralbewegung enger Doppelsterne (die ein
Signal ansteigender Frequenz (“chirp”) produziert);

b) periodische: Doppelsterne, rotierende deformierte Sterne, asymmetrisch
pulsierende Weile Zwerge (Novae);

¢) stochastische: Ursprung in der Frithphase des Universums.

8.3.2 Gravitationswellenantennen

Es gibt zwei Bautypen von Antennen:

a) Freie Massen, deren Abstand mit elektromagnetischen Wellen gemessen
wird. Hierzu gehoren die Laser-Interferometer, fiir die die freien Massen als
Spiegel fungieren. Die beiden grofiten derartigen Anlagen sind LIGO (2 In-
terferometer mit Armlinge 4km bzw. 2km im amerikanischen Bundesstaat
Washington und ein 4km-Interferometer in Louisiana) und VIRGO (3km,
in der N#he von Pisa (Italien)). Die Empfindlichkeit dieser Anlagen hat ihr
Maximum bei einer Frequenz von v ~ 100H z und soll innerhalb der néchsten
5 Jahre den Wert h ~ 10~2 erreichen. In fernerer Zukunft soll das Weltraum-
projekt LISA den Frequenzbereich von 1072 bis 1 Hz erschlieBen, der auf der
Erde wegen seismischer Storungen verschlossen ist.

b) Resonanzantennen, typischerweise massive und auf 7' < 0, 1 K gekiihlte
Zylinder, deren von einer Gravitationswelle angeregte Resonanzschwingung
quantenelektronisch oder sogar im Wege einer “Quantum-Non-Demolition”-
Messung registriert wird. Ihre projektierte Empfindlichkeit ist aber geringer
als die der Experimente mit freien Massen.
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