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0 Einleitung

Relativitdtstheorie: stellt einen Zusammenhang her zwischen Raum, Zeit und Gravi-
tation.

Spezielle Relativitidtstheorie (SRT): Kinematik der fundamentalen Wechselwirkun-
gen mit Ausnahme der Gravitation zuriickgefiihrt auf Geometrie der Raum-Zeit. Diese
besitzt eine spezielle Symmetrie, d.h. es gibt ausgezeichnete Bezugssysteme. Grundlage
der relativistischen Quantenfeldtheorie und ART.

Allgemeine Relativitidtstheorie (ART): Einbezichung der Gravitation erfordert Ver-
allgemeinerung der Raum-Zeit-Geometrie. Beliebige Bezugssysteme mathematisch gleich-
berechtigt. Gravitation ist Dynamik der Raum-Zeit (,Geometrodynamik®).

Vorlesungen:

o« RTK I: SRT, Elemente der ART

e« RTK II: ART und Kosmologie

o RTK III (Vertiefungsmodul): ausgewéhlte Kapitel aus ART und Kosmologie
Inhalt dieser Vorlesung:

 einfachstes empirisch relevantes Modell der Raum-Zeit: Minkowskiraum

e seine Geometrie und seine Symmetriegruppe: Lorentz- bzw. Poincarégruppe

o relativistische Kinematik und ihre wichtigsten Effekte

 relativistische Mechanik

o relativistische Feldtheorien, insbes. klassische Elektrodynamik

o feldtheoretischer Zugang zur Gravitation, Grundlagen der ART
Nicht behandelt:

o Darstellungstheorie (relevant fiir Klassifikation der Felder und Elementarteilchen)
Mathematische Voraussetzungen:

e Kenntnis der Quadratwurzel, elementare lineare Algebra

o multilineare Algebra (Tensorrechnung) wird entwickelt
Physikalische Voraussetzungen:

o Grundbegriffe der Mechanik und Elektrodynamik



1 Relativitatsprinzipien

= Postulate iiber Struktur von Raum und Zeit als fundamentale physikalische Katego-
rien. Diese Fundamentalitdt wird heute zunehmend hinterfragt. In Quantentheorien der
Gravitation existiert Raum und Zeit nicht bzw. nur im ,klassischen Grenzfall* (emer-
gent).

Schon klassisch argumentierbar ist der ,, Relationismus“ (Huygens, Leibniz, Mach): Phy-
sikalisch sind nur die Relationen zwischen Objekten (z.B. Abstdnde). Raumkonzept ist
nur niitzlich fiir ,Buchhaltung®, sollte in Formulierung der Mechanik vermieden werden,
auch die Zeit sollte aus Relationen abgeleitet werden.

Philosophen neigen zur substantialistischen Raumauffassung (Raumpunkte behalten Iden-
titat tiber Zeit hinweg: Raum ist absolut), Physiker zum Relationismus (vergleiche Mach-
sches Prinzip). Der absolute Raum der klassischen Mechanik ist eine didaktische Fiktion,
die letztlich tiberfliissig ist und sich in der Relativitdtstheorie als schlicht falsch heraus-
stellt.

Analog ist es in der SRT didaktisch hilfreich, die Raum-Zeit als absolut aufzufassen
(jeder Raum-Zeit-Punkt hat physikalische Identitét). Dies ist jedoch in der ART nicht
mehr haltbar (dort gilt Invarianz unter aktiven Diffeomorphismen => Raum-Zeit =
Aquivalenzklasse von Mannigfaltigkeiten).

1.1 Grundlagen der klassischen Mechanik

1. Newtonsches Axiom (Galileisches Triagheitsgesetz): geradlinige (konstante
Richtung), gleichférmige (in gleichen Zeiten gleiche Strecken) Bewegung => Raum und
Zeit haben affine Struktur (3- bzw 1-dimensional).

2. Newtonsches Axiom:

&’z -
az = 2@
genauer
d2 ) B
" dtz =0V K;



oder ,
d?xd
g a2~
mit dem "Massentensor” m;; = md;; (;; sind die Komponenten des Inversen der durch
5% beschriebenen Einheitsmatrix, daher numerisch identisch mit §%) .

Kraft=1-Form, die die Arbeit fiir Transport des Punktteilchens entlang einer Linie C
bestimmt: Wy = fKidzi
C

Gleichsetzen mit dem Vektor der Beschleunigung nur méglich mit Hilfe einer Metrik (6;5
in kartesischem Koordinatensystem).

= Raum euklidisch (tatséchlich ist die Metrik nur bis auf einen Faktor bestimmt: §;; —
Adij,m — 3 dndert nichts am 2. Axiom).

Die Definition der Beschleunigung Z—f verwendet den affinen Parallelitdtsbegriff.

3. Newtonsches Axiom:
K BA = K Ap (Relation zwischen Kréaften zum selben Zeitpunkt!)

Impliziert: Zeit ist absolut, jedem Ereignis eindeutige Zeit (bis auf universelle Reskalie-
rung und Translation) zugeordnet.

Bemerkung: Als 1-dimensionaler affiner Raum hat die Zeit eine nattrliche (bis auf mul-
tiplikative Konstante eindeutige) euklidische Metrik; tatsichlich 3 ein fundamentales
physikalisches Lingen- und Zeitmaf8, d.h. die Welt ist nicht skaleninvariant — U

(Newton postuliert unnnétig mehr: Raum ist absolut (,Ather”,  Sensorium Dei“), dh.
jeder Punkt bewahrt seine Identitéat in der Zeit = Bewegung absolut).

Moderne Formulierung des 1. Axioms
geradlinig, gleichférmig - beziiglich welches Beobachters?

Hypothese: Fiir beliebig bewegten Beobachter gilt (lokal, d.h. im Kleinen, verifizierbar
z.B. durch Winkelsumme eines Dreiecks) euklidische Struktur von Raum und Zeit (gilt
auch in ART).

Bezugssystem = 3-dimensionales (lokal) kartesisches Koordinatensystem, das ein Beob-
achter mit sich fuhrt (realisiert als starres Gitter oder zumindest Achsen aus orthogo-
nalen starren Mafistdben), zusammen mit einem 1-dimensionalen kartesischen Koordi-
natensystem fiir die Zeit. Zeit angezeigt von synchronisierten Uhren, die im rdumlichen
Koordinatensystem ruhen (,, Uhrenfeld” vermeidet Retardierungseffekte durch endliche
Geschwindigkeit der Signalausbreitung). Praktische Synchronisation durch langsamen
Uhrentransport (eliminiert 1. Beschleunigungseffekte, 2. Geschwindigkeitseffekte unter
einer verniinftigen Annahme — U)

Bemerkung: Jedes Bezugssystem definiert ein Koordinatensystem, aber nicht umgekehrt.

1. Axiom (moderne Fassung):



3J Klasse von Bezuggsystemen, in denen die kriftefreie Bewegung geradlinig gleichférmig
ist.

Bezugssysteme in dieser Klasse heiflen Inertialsysteme (3 kein absoluter Raum, aber
absolute Klasse von Bezugssystemen = Beschleunigung ist absolut)

1.2 Raum-Zeit

Raum-Zeit-Punkt = potentielles Ereignis, festgelegt durch 4 Koordinaten (t,x,y,z). Na-
tiirliche topologische Struktur: R* (Produkttopologie; definiert Stetigkeit von Funktionen
auf der Raum-Zeit und von Abbildungen in die Raum-Zeit, z.B. Kurven) — ,, Raum-Zeit-
Kontinuum*®. Das ist noch keine geometrische Vereinheitlichung: 1. Newton legt zwar
4-dimensionale affine Struktur nahe, die klassische Mechanik benétigt diese aber nicht.

Grafische Darstellung von ,,Geschichten“ (Ereignismengen) in Raum-Zeit-Diagramm:

";'\

Abbildung 1.1: Raum-Zeit-Diagramm

Winkel der Zeitachse hat keine Bedeutung!
Geschichte eines Punktteilchens dargestellt durch eine Weltlinie: Abb. 1.2
Weltréhre (-zylinder) eines ausgedehnten Objekts: Abb. 1.3
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Abbildung 1.2: Weltlinien - ruhend, gleichférmig bewegt, rotierend

Abbildung 1.3: Weltréhre



1.3 Relativitat

Definition: Eine physikalische Theorie erfiillt ein Relativitdtsprinzip, wenn es eine nicht-
triviale Klasse von Bezugssystemen gibt, in denen die Naturgesetze dieselbe Form anneh-
men (es gibt , gleichberechtigte* Beobachter). Solche Bezugssysteme sind durch Symme-
trietransformationen (spezielle Koordinatentransformationen) verbunden, beziiglich die-
ser sind Naturgesetze , kovariant”. Die Symmetrietransformationen bilden eine Gruppe,
die durch Invarianten charakterisierbar ist.

Aristotelische Relativitat

Es gibt einen absoluten Raum (in dem z.B. der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht)
und eine absolute Zeit (angezeigt von ruhenden Uhren). Der Raum ist euklidisch =
homogen und isotrop, die Zeit affin und orientiert = homogen und anisotrop. Die Raum-
Zeit ist ein kartesisches Produkt E3 x RT.

Symmetrietransformationen: raumliche Translationen, Rotationen (auch Drehspie-
gelungen), Zeittranslationen.

Transformation der Koordinaten eines Ereignisses bezogen auf gleichberechtigte Bezugs-
systeme ¥ und ¥’ (,,passive Transformation):

¥ =RZ—a, RTR =1, R...dreidimensionale orthogonale Matrix

Aristotelische Transformationsgruppe:

FEsy x 17, 3+ 3+ 1 =7 Parameter

FE3 =13 x Og, X ...semidirektes Produkt (der erste Faktor ist Normalteiler)

Hier bedeuten Ej3 die euklidische Bewegungsgruppe, O3 die orthogonale Gruppe und T3
die Translationsgruppe, jeweils in 3 Dimensionen.

Invarianten: Fiir jedes Ereignispaar P, P» mit Koordinaten (t1,Z1) und (t2, ¥2) exis-
tiert ein eindeutiger (orientierter) zeitlicher Abstand At = to—t1, insbesondere ist Gleich-
zeitigkeit absolut. Es existiert ein eindeutiger raumlicher Abstand |AZ| = |Z2 — Z1]. Die
Invarianten At und |AZ| charakterisieren die aristotelische Symmetriegruppe.

Forminvariante Naturgesetze: z.B. freie Schrodingergleichung;:
0 h?
h—y(t,7) = ——AyY(t, &
i b(t, ) = — 5 Aw(t, )

Beweis:
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'8//—»/_712///—»/ Y Y R N N =2
ézh%w(t,x)——%Aw(t,x) mltw(t,x)—1/1<t(t),x(af)

Galileische Relativitat

Inertialsysteme konnen relativ zueinander geradlinig gleichférmig bewegt sein = Raum,
Ruhe und Gleichortigkeit nicht mehr absolut (historisch ein grofier Fortschritt). Die Zeit
wird als absolut vorausgesetzt (die Zeit eines Ereignisses ist unabhéngig vom Bezugs-
system), aber es gibt keine natiirliche Identifizierung zwischen den RAumen zu zwei
verschiedenen Zeitpunkten.

Mathematische Beschreibung: Raum-Zeit ist ein Faserbiindel mit Basismannigfaltigkeit
R", Faser E3 und Strukturgruppe T3 (mengenméfig sogar ein kartesisches Produkt,
aber kein nattrlicher Isomorphismus zwischen den Fasern).

Symmetrietransformationen:
¥ =R¥—a— vt
t'=t—1>b
Reine Geschwindigkeitstransformationen:
¥ =7t
t'=t

Galileigruppe:

(O3 x (T3 x G3)) x T1, 34+ 3+ 3+ 1 =10 Parameter

(G5 .. .abelsche Gruppe der Geschwindigkeitstransformationen

Invarianten: Relativ zueinander bewegte Uhren stimmen iiberein (evtl. bis auf kon-
stante Verschiebung) = zeitlicher Abstand At ist eindeutig fiir zwei beliebige Ereignis-
se, insbesondere ist Gleichzeitigkeit absolut. R&umlicher Abstand ist nur fiir gleichzeitige
Ereignisse invariant definiert = Gleichortigkeit ist relativ:

Die Galileigruppe ist charakterisiert durch:

“weil verschiedene inertiale Beobachter sich in der Beschreibung eines rdumlichen Musters um eine
zeitabhéngige Translation (nicht Rotation) unterscheiden kénnen

10
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Abbildung 1.4: Relativitdt der Gleichortigkeit

(i) geradlinig gleichférmig — geradlinig gleichférmig
und At;

2z

vl allein lasst noch ¢t —

(ii) Invarianten At, |AZ|,,_, (alternativ: ‘%

At, & — £A2F zu)

Grafischer Zusammenhang zwischen geschwindigkeitstransformierten Bezugssystemen:
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Abbildung 1.5: Geschwindigkeitstransformierte Bezugssysteme

Forminvariante Naturgesetze: Die Newtonsche Mechanik ist galileikovariant (— U).
Die Maxwellgleichungen sind nicht galileikovariant, weil ¢ ausgezeichnet ist. (— Atherhy-
pothese, diese fithrte aber auf theoretische und experimentelle Widerspriiche (Michelson-
Morley-Experiment 1887: Lichtgeschwindigkeit isotrop trotz vermeintlicher Bewegung

der Erde relativ zum Ather — U).

11



Einsteinsches Relativitatsprinzip (1905)

In allen Inertialsystemen hat die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit denselben Betrag c.

Transformationen, die IS — IS und Lichtgeschwindigkeit invariant lassen = Lorentz-
transformationen + Translationen, Symmetriegruppe = Poincarégruppe, 10 Parameter.

Die Forderung der Konstanz von c ist tatsédchlich nicht notwendig: ,, minimales Relati-
vitdtsprinzip“: Transformation I — I’ hinge stetig vom Geschwindigkeitsparameter v
ab.

1.4 Das minimale Relativitatsprinzip

Fordern:

(i) Ist I ein Inertialsystem, dann auch ein relativ zu I mit konstantem ¢ bewegtes I’.

(ii) Die Transformation von I auf I’ ist stetig in ©.

Gedankenexperiment

Betrachten nur eine Raumdimension (x-Achse), zwei Inertialsysteme, I’ relativ zu I mit
v bewegt.

Behauptung: I ist relativ zu I’ mit —v bewegt (Geschwindigkeits-Reziprozitit).

Beweis: Sei v die Geschwindigkeit von I relativ zu I’

= 0= f(Jv|)sgnwv (mit v d&ndert auch v die Richtung)

v=v=[f(If (DDl = Iv|

= g = | f| ist Involution™ auf R*, stetig, ¢(0) = 0.
Lemma: = g = id. Beweis des Lemmas — U.

= f (|v]) = %= |v], sinnvoll ist das Minuszeichen, weil eine Geschwindigkeitstransformati-
on eine zeitabhéngige Translation mit d@(¢) oc ¢ darstellt, deren Umkehrung durch —a(t)
beschrieben wird.

Haben zwar euklidische Strukturen in I und I’ postuliert, nicht aber ihre Kompatibilitéit
= Léange eines Objekts kann von seiner Geschwindigkeit abhéngen.

Definition: Figenlinge = Lange im Ruhsystem.

MaBstab mit Eigenlinge L ruhe in I, ein solcher mit Eigenlinge I < L und [ < L in I'.
Punkt bewege sich relativ zu letzterem in I’ mit wu:

*gog:id

12



| I
£=0 ; V0]
» —D'W 1' » - (A
P YV ' f——

( i P
A e —_
. L t I
o f,

{u"lg%w'” I,,
— !' g
t -T}‘ } { T }
e IR

e — ] m*“’*‘“ “““““““““ 4‘
| - ( ; - v & e
2 = 1
["C; ;?x\,; 8] ‘(/}} Pl

Abbildung 1.6: Das Gedankenexperiment

Aus Abb. 1.6 folgen die Relationen

_ L
l=L—T = —
vT, W=
_ , l
L =141, U=y
(Falls L < [ ist T" negativ.)
Isotropie des Raumes (Links-Rechts-Symmetrie) = % = % =«

a = a(|v])

héngt nicht von Ort und Zeit ab wegen Homogenitdt von Raum und Zeit, hdngt nicht
von [ bzw. L ab: Betrachte Teilung des Maflstabs.

a(0) =1

L—oT |+oT
I L

o =

=vl=L—alund vT' =al —1

13



T alL-—1
= (*)

T T IL_al

# 1 falls o # 1 = Inkompatibilitdt der euklidischen Strukturen gilt auch fiir Zeit.

_l al —1 N . _% u l
T T YTYE e T AL =1

web@Lol-l_ol al-l _  utv
T TL-al T al-al) 1+(1-a?)¥

l al — o?l

11+ (1—a?)"=1+(1-a? =
weil 1+( a)v + a)ozL—l al —1)

3 Fille:
1. a =1 = Galileische Relativitit ( L =L, T' =T, w = u + v)
2. a> 1= w singuldr (negativ) fiir u > —"~, unphysikalisch — U
3. a<l

Allgemein ist w = ¢(v, u).
Geschwindigkeitsreziprozitit (der lange Mafistab bewegt sich relativ zum Punktt. mit
—w) = —w = ¢(—u, —v) (setzt Inertialsystem voraus, in dem das Punktt. ruht!)

Links-Rechts-Symmetrie: konnen alle Vorzeichen dndern = w = ¢(u, v)

= (1-— 012)% symmetrisch in u, v, a = av)
u v
= (1 -a*())= =1 —a?(u)-
(1 - ()" = (1 - 0*(w) "

1—a? 1—a
a(v) a”(u) = K weil u und v beliebig

=1-a%= KUZ,
1 .

K = — universelle Konstante,
c

c universelle Geschwindigkeit,

14



(Galilei: K =0 bzw. ¢ — 00)

1.5 Erste Konsequenzen: Kinematische Effekte der SRT

Langenkontraktion

Zeitdilatation

Wahle P; und P am Ort einer stationdren Uhr in I’ = [ = 0 (:*; T' = oT = eine
bewegte Uhr geht langsamer, die von ihr angezeigten Zeitintervalle erscheinen gedehnt.

Zeitdilatation ist wie Lingenkontraktion reziprok. ( — U )

Geschwindigkeitsaddition

U+ v U+ v

Tl (1-a?)E 14w

w

Istu=c=w=c Vo

= ¢ ist invariante Geschwindigkeit — Einsteinsche Relativitat (diese eine theoretische
Konsequenz der Maxwellgleichungen und wird empirisch durch das Michelson-Morley-
Experiment (-> U) nahegelegt)

(Beweis fiir beliebige Richtung spéter)

Bemerkung: Offenbar muss v (Relativgeschwindigkeit zwischen IS) < ¢ sein, sonst wird
a imagindr. u (als Geschwindigkeit eines Phidnomens (z.B. Scherenschnittpunkt oder
Lichtfleck)) > ¢ ist sinnvoll und Geschwindigkeitsaddition ist auch in diesem Fall defi-

2

niert: Ist u = —%, dann ist w = oo Vv > 0 ; ist u > ¢, dann ist w = —oco fiir v = —<.
w = oo und w = —oo bedeuten dasselbe. Werden sehen: Fiir materielle Objekte ist c
unerreichbare Grenzgeschwindigkeit (folgt aus Dynamik).

Relativitat der Gleichzeitigkeit

N

Falls Py und P, gleichzeitig in I, ist L=1 (und u=oco=w = <)
=L>L=1>1= Py nach P, in1

Vergleiche Raum-Zeit-Diagramm:

15



P

Abbildung 1.7: Raum-Zeit-Diagramm

Doppler-Effekt

monochromatische Welle: \v = ¢

klassisch (longitudinal)

a) Sender ruht im Medium, Empfinger radial mit v vom Sender weg.
=cp=c—v=vp=cg/A=5(1-2)=vs(1-1%)

b) Empfinger ruht im Medium, Sender radial mit v vom Empfénger weg.

= A\g = (c+v)Tg = c,j'—sv (Wellenlidnge in Richtung zum Empfénger)

:>VE:CE/>\E:11_/~_75£
c

SRT: Fall b) mit Zeitdilatation

-2
Vg = Vg “ =5-vg
1+
v... Relativgeschwindigkeit
vr... Radialkomponente von ¢/
d...Dopplerfaktor
Spezialfille:
v = v, (longitudinaler Doppler-Effekt):
12
Vg =Vs - o
1+¢
C
v, = 0 (transversaler Doppler-Effekt):
2
v
- 1— =
Vg = Vg 2

nur Zeitdilatation.

16



2 Lorentztransformationen

Wahle P, in O:

o
1 L I ¢
Abbildung 2.1: Bezugssysteme I und I’ mit Punkten P; und P

B 40T’
o«

L

L—al_l+vT'—a2l_T'+%(1—a2)l

T —
v v «
v? / / /
a=\/1-—, t=T, z=L, =T, 2=l
c
N ' ot t' 4 Haf
€r = y =
2 2
-2 -2
1 1
’}’-—a— =
e

Geschwindigkeitsreziprozitiat = Standard-Lorentztransformation:

17



2 = (x —vt)

Transversale Koordinaten

Allgemeinster linearer Ansatz:

¥ in 1-Richtung:

Y =f(v)y

Invarianz unter Rotation um y-Achse um 180°:

fv) = f(=v)
Reziprozitat:
teti
y=f-o)y = P=1"2%f=1=
y =y
2=z

Verallgemeinerung der Galileischen GT (nichtrelativistischer Limes NR: ¢ — c0)
GT in beliebiger Richtung, Relativgeschwindigkeit /.

Zerlege T = T + ¥

18



(U,0,0) — 77, (fL‘, 0, 0) — fH, (O,y, Z) — i‘l
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U_2 (T 2) T — 0t

Spezielle Lorentztransformation mit Relativgeschwindigkeit ¢ (Lorentzboost oder Boost).

Auflerdem sind die aristotelischen Symmetrietransformationen, Raum- und Zeitspiege-
lung Symmetrien der Einsteinschen Relativitit — Poincarégruppe, 10 Parameter. Die
homogenen Transformationen (= Lorentztransformationen) bilden eine Untergruppe —
Lorentzgruppe, erzeugt von Rotationen und Boosts, 6 Parameter.

Allgemeine = Poincarétransformationen.

c ist invariante Geschwindigkeit:

dx

dt

az’

=c=>|—|=c
dt!

Es gilt sogar

& (A1)? — (AR = & (AF)? — (A7)

fiir jedes Ereignispaar.

Beweis: 0.B.d.A. 7 = (v,0,0)

At =~ (At - C%Am)

Az’ =~ (Ax — vAt)

C

= (At?) — (Aa:’)2 =42 [(02 —v?) (At)? + <vz — 1> (Aaz)Q] =c* (A¥) — (Az)?

= (As)? == 2 (At?) — (Az)? ist invariantes Abstandsquadrat, allerdings nicht positiv
definit, induziert euklidische Geometrie von Raum und Zeit:

(M) = 5 (As)?

Az=0
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(ANt = — (s

Infinitesimal: ds? = c?dt? — (d:i“')2 — invariantes Linienelement ds. Offenbar auch invari-
ant unter aristotelischer Gruppe = alle Poincarétransformationen lassen ds® invariant.
Invarianz von ds? charakterisiert sogar die Poincarégruppe (— 4.2).

Bemerkung:
{projektive Tr.} N {konforme Tr.} = Poincarégr. x Dilatationen
~———— ~
geradl. gleichf.—geradl. gleichf.(24 Par.) lassen c invariant (15 Par.) (11 Par.)

Raum und Zeit vereinheitlicht zu vierdimensionalem pseudoeuklidischem Raum (= Min-
kowskiraum), weder Raum noch Zeit fiir sich haben absolute Bedeutung. H. Minkowski
1908: ,,Von Stund an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich véllig zu Schatten herabsin-
ken und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbststéandigkeit bewahren®. Einsteins
Reaktion: versteht eigene Theorie nicht mehr.

Relativistische Notation: 2° = ct. Experimentell: ¢ = Lichtgeschwindigkeit.

c = 299792458 m/s festgesetzt (Langenstandard zuriickgefithrt auf Zeitstandard).
Ab jetzt: meist ¢ = 1, d.h. verwenden dieselbe Einheit fiir Ldnge und Zeit.
Grafische Darstellung der Standard-Lorentztransformation (Abb. 2.2):

c=1
t' =~ (t —vz) = x’-Achse: t = vz
2’ = (x — vt) = t’-Achse:x = vt
v =tand
Winkel haben jetzt eine gewisse (wenn auch nicht die anschauliche rotationsinvariante)
Bedeutung. Die neuen Achsen sind nur scheinbar schiefwinkelig. Wegen Linearitédt der

Lorentztransformation werden Koordinatenabschnitte wie iiblich projiziert, aber Maflein-
heit nicht direkt ablesbar.

Bestimmung der Einheiten:

222

Gleichseitige Hyperbel statt Kreis im Euklidischen. U: Beweise die Parallelitiits-Relationen
in Abb. 2.2.
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Abbildung 2.2: Standard-Lorentztransformation

Komplexifizierung:

t=ir = 71r4+2?=1%142"
(7, z reelle Koordinaten fiir euklidischen Schnitt der komplexifizierten Raum-Zeit)

Euklidischer Abstand invariant unter Rotation:

7' =7Tcosp — xsing |-
/ .
T =TSNy + T cosy

Analytische Fortsetzung im Parameter ¢:
P = —ix

t' = tcosh y — xsinh
2/ = —tsinh xy 4+ x cosh

x = Artghv .. ,Rapiditat®

= Lorentz-Transformation entspricht Drehung um imagindren Winkel ¢ = —iy in der
komplexifizierten Raum-Zeit.
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S. Hawking: , The world is Euclidean, but appears relativistic.

Diese Beschreibung ist niitzlich fiir die QFT im Minkowskiraum, hat aber keine Verall-
gemeinerung auf allgemeine Raum-Zeiten.
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3 Kinematische Effekte der SRT:
geometrische Herleitung

3.1 Relativitat der Gleichzeitigkeit und Zeitordnung

i : (P - 7
A \ : ".(lfz . f A
P,
|l' i f]

> .?\2, - | L
I’J

]n'

| = >

Abbildung 3.1: Q ist in I spéter, in I’ frither als P

Die Relativitat der Zeitordnung gilt allgemein fiir Ereignisse, die kausal getrennt sind.
Kausalitat
Lorentztransformation fir |v| = 1 singulér, v fir v > 1 imaginér.

Keine Interpretation fiir imaginire Koordinaten. (x = i&,t = it = £ zeitartig, 7 raum-
artig)

= Kein Inertialsystem mit Relativgeschwindigkeit v > 1

Objekte mit v > 1 a priori nicht ausgeschlossen, aber Signaliibertragung mit v > 1
widerspricht der Annahme eines freien Willens. Sei z.B. vy = 0o (Signalgeschwindigkeit
relativ zum Sender) = Botschaft in eigene Vergangenheit moglich (siehe Abb. 3.2).

Tatséchlich ist die Kausalitétsverletzung schon mit vs = 1 4 € moglich. (U)

Annahme: ¢ = Grenzgeschwindigkeit fir kausale Wirkungen (Energie- oder Informati-
onstransport) (,,Finstein-Kausalitat“)

Beschleunigung von Unter- auf Uberlichtgeschwindigkeit ist dynamisch nicht méglich —
spater.
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Abbildung 3.2: Botschaft in die eigene Vergangenheit

Tachyonen sind a priori moglich, aber die Energie ist nicht nach unten beschriankt =
eine Wechselwirkung mit ihnen erméglicht ein perpetuum mobile 1. Art und macht die
Welt instabil.

Folgerung: # starrer Kérper

Bemerkung: Phasengeschwindigkeit (%), Gruppengeschwindigkeit (‘é—‘,:) > 1 fur elektro-

magnetische Wellen in Materie moglich, aber Frontgeschwindigkeit = limy_, @ <1

(relevant fiir die Ausbreitung einer Diskontuinitdt und damit Signaliibertragung)

In der ART sind Uberlichtgeschwindigkeit (in endlicher Entfernung) und Zeitmaschine
klassisch nicht ausgeschlossen (letztere erfordert aber ,exotische“ Materie, die vermutlich
nicht existiert).

Die Kausalstruktur der Raum-Zeit ist bestimmt durch die Gesamtheit der Lichtkegel.
Definition: Lichtkegel von P= {Q : (As)? = 0}

Abbildung 3.3: Lichtkegel von P
Der Lichtkegel ist realisierbar durch ein- und auslaufende Kugelwellenfronten. Punkte

innerhalb des Lichtkegels sind mit dem Punkt P kausal verbunden. = Zeitordnung
ist invariant, die Punkte aulerhalb von dem Punkt P sind kausal getrennt = 3 keine
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eindeutige zeitlich Ordnung relativ zu P. Jedes Ereignis in der kausalen Gegenwart ist
mit P in einem gewissen Inertialsystem gleichzeitig.

3.2 Lorentzkontraktion

Betrachte einen relativ zu I bewegten Mafstab:

£ ) '

A #

Abbildung 3.4: Lorentzkontraktion

/

' =y(x — vt)
Az gemessen zu t = 0

= Az’ = yAx

= Az =~ 1Az = V1 —v2As

L=Az'>Ax=1

Der Effekt ist reziprok, weil die Messvorschrift (Gleichzeitigkeit) systemabhéingig ist.
Der Effekt ist rein longitudinal (weil ' = y, 2’ = z). Die Lorentzkontraktion ist nicht
unmittelbar beobachtbar wegen der Retardierung (c endlich). Z.B. ein transversal zum
Beobachter bewegter Wiirfel in grofler Entfernung (sehen von abbildendem System ab,
bzw. jeder Strahl steht fiir ein konvergentes Biindel):
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Abbildung 3.5: Wiirfel - Bild ohne LK

Bild ohne Lorentzkontraktion: At = é Retardierung zwischen Vorder- und Hinterseite.

Abbildung 3.6: Wiirfel — Bild mit LK
Bild mit Lorentzkontraktion: v = sin ¢, v'1 —v? = cos p = Wiirfel erscheint um ¢ =
arcsin(%) verdreht!

Bei endlichem Abstand ist das Bild verzerrt.

3.3 Zeitdilatation

Eine Uhr ruht in I’ = Az’ = 0 = At = yAt = At = Atv/1 — o2
Eine Uhr ruht in I = Az =0 = At/ = yAt = At = At'V/1 — 02
Grafischer Beweis: Abb. 3.7

Gangdifferenz:

T' =T+ AT =TV/1 -2
AT P e
T ~ 9 ur v
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Abbildung 3.7: Grafischer Beweis der Zeitdilatation

Bei konstantem v ist T' = % = AT =~ —gv —0fv—0

= Synchronisation durch langsamen Uhrentransport iiber beliebig grofie Distanz d ist
moglich.

Andere Moglichkeit: ,, Finstein-Synchronisation“ mit Lichtstrahlen:
AN
BN

i

{

Abbildung 3.8: Einstein-Synchronisation

Betrachte zwei Uhren A und B in Ruhe relativ zueinander, und ein Lichtpuls von A
nach B wird reflektiert = t/y —tp =tp —t4 = tp = %(tA +ty)

Beliebig bewegtes Punktteilchen: Fiir jeden Punkt der Weltlinie 3 ein instantanes Inerti-
alsystem I’, in dem das Teilchen momentan ruht: Abb. 3.9

Die Bedeutung des Linienelements ds entlang der Weltlinie:

ds? = dt® — di® = dt”? — do’” = di’?
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| A

Abbildung 3.9: t’-Achse ist tangential an die Weltlinie in P

= ds ist das von einer Uhr im instantanen Inertialsystem angezeigte Zeitintervall.

Uhrenhypothese: Eine Beschleunigung hat keinen Einfluss, definiert eine ,ideale Uhr*
= ds ist das Figenzeitelement einer idealen Uhr. Bemerkung: Die Uhrenhypothese ist
annahernd erfillt, wenn innere Kréifte sehr viel grofer sind als die beschleunigende Kraft.
Nicht ideale Uhren kénnen mit Korrekturalgorithmus verbessert werden (— U)

In einem fixen Inertialsystem ist die Eigenzeit eines bewegten Objekts ds = v/ 1 — v2dt =
bewegte Uhren gehen langsamer.

Geometrische Bedeutung: Eigenzeit = Lénge (i.S.d. Minkowskigeometrie) = Gerade =
langste Verbindung zwischen zwei kausal verbundenen Punkten, z.B.:

2 D 1
Abbildung 3.10: Gerade

Asy < Ass

Zwillingsparadoxon

Siehe Abb. 3.11:

TQZTl\/l—’U2

D und @ sind nicht gleichberechtigt, weil @) beschleunigt ist (kein Inertialsystem)! Die
Beschleunigung selbst hat beliebig wenig Einfluss auf 75, erméglicht aber die Riickkehr

von @ zu @.
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Abbildung 3.11: Zwillingsparadoxon

FExperimentelle Tests der Zeitdilatation:

1938 (Ives und Stilwell) Erster Nachweis durch Spektroskopie von Molekiilstrahlen (klass.
Dopplereffekt und Lorentzfaktor)

1940 Myonen (erzeugt von kosmischer Strahlung in oberer Atmosphére) erreichen Erd-
oberfléche, obwohl Halbwertszeit zu kurz ist (v = 0.994¢)

1973 (Hafele und Keating) Atomuhr im Flugzeug
-1979 p-Speicherrinng (CERN): v = 29.3,b ~ 10'8g, verifiziert SRT bis auf 1073
2010 ,Atomuhr* (Al-Ion) mit 10m/s

2011 Laserspektroskopie schneller Tonen: v = ysg(1+aB2+a8%) — |a| < 81078, |as| <
1.2-107°

GPS wiirde ohne Beriicksichtigung der Zeitdilatation nicht funktionieren, bendtigt aufler-
dem die ART.

3.4 Relativistische Geschwindigkeitsaddition

— -

1 — _—
T
W

Abbildung 3.12: Geschwindigkeitsaddition

Umkehrung der Lorentztransformation (¢ — —):




T = ut' einsetzen —

1
T @ @) 44T, t =1+ T D)

= |u-+ 2
L f I IRU@ T T4t U x (V% 4)
=W =—-= R — (_ 3. a7 ).

Dies ist das relativistische Geschwindigkeitsadditionstheorem.

v—1 2 2 2,2
= ——, weily* — 1 =~%v

( wr ooy +1 ! ! )
Bemerkung: Widerspruch zur Reziprozitat (0,4, — —i, —9, —f)?

Hier stellt sich die Frage nach der Orientierung eines mit dem Objekt bewegten Inerti-
alsystems. Tatsdchlich ist —w durch R« mit einer gewissen Rotation R zu ersetzen —

spater.
@ ist nicht symmetrisch in ¢ und #, auler U||@, (weil Boosts keine Untergruppe sind —
spéter). @ = (¥, @) =: ¥ o @ ist weder kommutativ noch assoziativ. (U: Zeige Nichtas-

soziativitat)

Spezialfille:

L ||t =0 = {555

2. 4l = W =0+ =4 (nur Zeitdilatation)
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3.5 Thomasrotation

Betrachte 4 Inertialsysteme:

Abbildung 3.13: Zur Thomasrotation

Jeweils ein Boost (drei Boosts), |§9] < |0] und du so gewéhlt, dass 0+ 0 = v/ 60U
0.B.d.A. ¥ = (v,0,0) in I, §%, 67 in (x,y)-Ebene.

Betrachte ruhendes Dreieck in I mit den Seiten || ¥, 07, U + 6U

Abbildung 3.14: Zur Thomasrotation

V(U + 00) = ~(7)

Das Dreieck in I” ist im Vergleich zu I’ um (1 — )0 verdreht.
Betrachte jetzt Boost beziiglich I’ mit éa auf I"”

= in I"” ist das Dreieck gegeniiber I’ nicht verdreht = I’ gegen I"” um 6O = —(y—1)§©
verdreht.

Ein Korper werde beliebig beschleunigt, aber in seinem Ruhesystem nicht rotiert (Ab-
folge von inf. Boosts I' — ") =

Prazession mit der Winkelgeschwindigkeit
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d® d®
wr = =0 =Dg

Nur in einer Abfolge von beziiglich I einfach geboosteten Inertialsystemen (I’ — I")
findet eine reine Rotation statt, in einem fixen Inertialsystem eine zeitabhingige Dreh-
stauchung. Im instantanen Inertialsystem (I’) gibt es keine Drehung.

106] = |0 % (T + 60)| B |7 x 60
- |0] |7 + 07 2
Drehvektor: 66 = 6:25’7
Thomas-Prdzession:
UXU
=dr=—(y-1) 2

0 0
SRR SR CEL
Im instantanen Inertialsystem ist die Thomasfrequenz 0, vergleiche die letzte Bemerkung.
Kein inertialer Beobacher misst wr direkt! Die praktische Realisierung eines nichtrotie-
renden Bezugssystems: Wahle Symmetrieachsen rotierender Kreisel als Koordinatenach-
sen.
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4 Geometrie der Raum-Zeit und
Poincarégruppe

4.1 Metrik und Vierervektoren

Ereignis P < kartesische Koordinaten z = (20, 2!, 22, 2%) = (2%) = (2, %)

Fiir jedes Paar P, @ mit Koordinaten z,y existiert ein Verbindungsvektor P_Q mit Kom-
ponenten y — x — affine Struktur

Die Menge der Verbindungsvektoren ist ein vierdimensionaler Vektorraum mit indefiniter
Metrik:

(As)? = (Az°)? — (AZ)? = (Ax)? (Viererquadrat® von Az)

= ni Az’ AzF  (Einsteinsche Summenkonvention)

+1 0
n= (k) = ! 4 ,metrischer Tensor®
0 -1
definiert Minkowskimetrik (pseudoeuklidisch)

Minkowskiraum = vierdimensionaler affiner Raum mit Minkowskimetrik ist das mathe-
matische Modell der Raum-Zeit in der SRT.

Metrik definiert Skalarprodukt zweier Vektoren u, v:

u =5 [(U+v)2—u2—vz] = niru'v® = w0’ — @ - 7= vu

(,Viererprodukt“), ist nicht entartet: uv =0Vv = u =0

Transformationsverhalten unter Poincaré-Transformation:

' = Lha® —a' = Azt = LY Ax®
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u = (u') heiBt Vierervektor wenn u'* = Likuk
u? = u? = /v = wv: Skalarprodukt invariant
u, v heien (Minkowski-)orthogonal, falls uv =0

u heif3t

e zeitartig, falls u? > 0
e lichtartig, falls u?> = 0

e raumartig, falls u? < 0
Zeitorientierung fiir nicht-raumartige Vektoren:

o u® > 0: u zukunftsgerichtet

o 1% < 0: u vergangenheitsgerichtet

Zeitorientierung ist invariant unter Lorentztransformationen, die den Zeitsinn nicht an-
dern (d.h. ¢’ wichst monoton mit ¢)

Beweis: es geniigt Boost zu betrachten (Rotation éndert offenbar Zeitsinn nicht):

u :’y(u —17-1‘[)>0, wenn u’ > 0,

da |7 - | < |v]|d| < |d] < u°, da u nicht raumartig

Normalform eines zeitartigen Vektors: u' = (i\/ u?, 6), stets durch Lorentztransforma-

tion zu erreichen (lege t'-Achse parallel zu u)

Normalform eines raumartigen Vektors: v’ = (O, V—u?,0, 0) (lege z’-Achse parallel zu
u, dazu i.A. Rotation und Boost notwendig)

Normalform eines lichtartigen Vektors: ' = (£1,1,0,0)) (zunéchst Rotation auf (+a, a, 0, 0),
dann Standard-Lorentztransformation:

1Fwv

K VD | = .

Ist v L w und u zeitartig = v raumartig

Ist v L u und w lichtartig = v raumartig oder lichtartig (dann v = Au)
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4.2 Charakterisierung der Poincarégruppe P
Behauptung:

d.h. Poincarétransformationen = Isometrien der Raum-Zeit, Gruppeneigenschaft trivial

Beweis:

oftofm 0
Timn Oz 8$k = Nik O

= det <%f> = 41 = f invertierbar

xl

@)
—~
.
.
=y
N—
—~
p—
N~—

P2fm ofr  ofm 9\
i (83&83& ook T o 6xj6xk> B

Q2fm oft  ofm o2fn
I <8x"8m’“ Oxi  OxF 9zidxI )

2 aft o P\
i <8mk8mj ort 0wl kaﬁxi> B

Il
()
—
o
~.
.
N—
—~
—
—
N—

0 (jki) (1)

(f zwei mal stetig differenzierbar, 1y, = Nnm)

m <> n in (III) und (II)y, I + II - III =

a2fm afn afn 32fm _0
T\ Oxidxt Oxk T Oxk Oxidxd )

o fn 62 fm _
ok Drion
——

Amk

n

(A;x) invertierbar, da <gfk> invertierbar =
x

a2fm afz o
axlalﬂ =0= @ = sz kOHStant

= 7t = fl(a:) = Likxk + ¢! affine Transformation
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r=wo=(% )

nanW;Lnk = Nik = LT77L =n

1 0"\ [y -ay (1 0o
0 -1)\-v M) \0 -1

=y —a° =1, —'yl;—l—Mc?:O

Betrachten L™ # = 0 = 20 = 420, & = dz°

= rduml. Ursprung in I’ relativ zu I mit v = m% = % bewegt
V—d=1= 7 = \a|_’
14 |al?
= fal = -0 T
al = — =+—
V1 —? 7 V1 —?
Zerlege L = LrLy
—a

(7 —7" (v
§ —v 1+ Tt —a 1
= Lp=LL;'=LL_;

(v, AN (@
b M) \ad 1+

2 =2 =T
I B e N (T

- (—75+ Ma, —bal +M+M

(1 0"
~\0 R)’

C—L*T_a
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b
=R=M-—- T st orthogonal,
1+

weil unter Ly 2° — 20 und ds? invariant = dz? inv. Offenbar ist die Zerlegung eindeutig,
und die Behauptung ist bewiesen.

-

b
Bemerkung: Aus L~ ist ablesbar, dass I relativ zu I’ mit —— bewegt ist. Kein Wider-

spruch zur Geschwindigkeitsreziprozitat, weil I’ relativ zu I auch verdreht ist und

=2 . 72_1

a - — —
RG = Md — ——§ =4 — b=1b
114 "7 14,
b L .
> —— = —R'U WI1€ €S S€l1l 1mMusS
S

4.3 Struktur der Lorentzgruppe und Thomasrotation

Boosts bilden keine dreiparametrige Untergruppe:

LﬁLg 75 Lw(ﬁ,ﬁ) falls ﬁH o

I — Yu _PYuQﬁT I — Yo _’ij)T
U\t L aat ) T el L et
=T
Yoo —a
L:=LzLy= (_5 M )

2 T+ U+ (0 @)T
= = . 7 S v T+7s
a:7v7uv+7uu+7ul+v7 (U-U)'UZ’)/ - 1+1;_:Yﬁ

v
@(0,0)
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= L nicht symmetrisch aufler @ || ¥
.
= L = Lg L) (: Lrgzalr = me,mh&a)

bal
14+~

Thomasrotation von u, v

mit R =M —
Drehachse: suche Eigenvektor von R zum Eigenwert 1:

R=1+...4" +...a" = Drehachse || 7 x @

748, weil @ = 7y @ + ... = 7(7, @) = Drehachse || 7 x @
Yu

UX U= X
Sei jetzt |i] < 1 (geniigt fir Berechnung der Préizessionswinkelgeschwindigkeit)

Behalten nur Terme linear in @ = v, ~ 1

2
S Mal+ g @it
147

v

Sl
1
Q
—
S
&
0
2
£
+
S

2
= bal ~2Uu + 7,0 (WUT val (g 17)17T>

1+
T T WU o
:fyguv + YU +’712; <1+’Yv1+%])vv
R=M- Gl m 0t (o ) a2 g
14+~ b L4+ L+
1 7 s
il v~ v,(1+7- %) und o1 T3
<W€l v & Y(l+ U @) un 1_|_%(1_|_77-ﬁ)%< +%1+%> L+
:>1+'y 14?"/1)
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Yo I, L, &
=1+ v —
14+ ( )

Allgemeine infinitesimale Rotation:

RE =7 —ail x T~ 7+ —2— [@(5 - 7) — 9(id - ©)]

1+
(TXU)XT
v V2
Sd=ail~-——" Fxir Y W XU
]-+'7v 1+71)

= Verdrehung von der ,neuen“ Richtung @ hin zur ,alten“ ¢: Thomasprdzession

Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit:

AGinl=AGd= - Gx AT (@ =7+ A7)
14
2 dv

At = 0:dp=— T g 2Y Thomas-Frequenz

1+,  dt

Uneigentliche Lorentztransformationen
Lassen auch v < 0 zu (= v < —1), auBlerdem det R = —1 (Drehspiegelungen)

= erweitern Aristoteles-Gruppe um

Zeitumkehr T = <_01 ]?)

. 1 0
Raumspiegelung P = <0 B ]1>

— volle Lorentzgruppe £ (det L = +1)
Untergruppen:

o eigentliche Lorentzgruppe £ (det L = +1)
o orthochrone Lorentzgruppe £ (L% > 0 = L% > 1, weil (L%)? — LY L% = 1)

Naturgesetze (ohne Gravitation) sind El—invariant, [,1 =L,.nct

In der Tat sind 7" und P mikroskopisch keine Symmetrien (schwache Wechselwirkung).
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5 Relativistische Punktmechanik

5.1 Kinematik

Ges. kovariante Beschreibung der Bewegung eines Punktteilchens
Z(t) —» 7= Cé—f transformiert nichtlinear unter Boosts (U)
|7] < 1: Invariante Parametrisierung der Weltlinie durch Eigenzeit s: 2%(s)

Definition: Vierergeschwindigkeit u' := %i, ist ein Vierervektor weil dz’ ein Vierervek-
tor und ds invariant ist. = normierter Tangentenvektor (Parameter=Bogenlénge)

u = i dzy _ dt 1@ = (117'):1)0‘—ﬁ
“\ds'ds ) T as\ar) T ol
NR 7] < 1,y ~ 1= u=(1,7)

instantanes Ruhsystem: ds = dt = u = (1,0)

o dsidrh e
= ik ds ds  ds?

= 1 Komponente von u redundant: Kovarianz durch Redundanz

u ist zeitartig, zukunftsgerichtet (% > 0, sonst Antiteilchen)
g . . . i . dut _ d%xt

Definition: Viererbeschleunigung a' := - = ‘-5

0= %(mkuiuk) = Qnikuiak = ua = 0 = a raumartig

. ™ 7T dg

instantanes Ruhsystem: a = (0,b),b = %

Beispiel: konstante Beschleunigung

Eigenbeschleunigung b konstant = a? = —b? = —b? konstant

0.B.d.A. b= (b,0,0)

Ansatz u(s) = (cosh f(s),sinh f(s),0,0)

= CL2 — _f/2(s) — _b2 = f _ :|:b(8 . SO)O.Béi.A.bS
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falls 2°(0) = 21(0) = 0
= Weltlinie = zeitartige Hyperbel

{ A

Abbildung 5.1: Zeitartige Hyperbel

5.2 Elemente der relativistischen Dynamik

= Postulate nahegelegt durch nichtrelativistischen Limes (NR) und Kovarianz.
Jedes Teilchen hat invariante (trédge) Masse m.

Physikalische Bedeutung aus der Bewegungsgleichung, diese soll Gleichheit zweier Vie-
rervektoren bedeuten.

Definiton: Viererimpuls p = mu 5 (m, m), ist physikalisch, weil nur ein 4-Vektor in
einen kovarianten Erhaltungssatz eingehen kann.

Achtung: 7= (p', p?, p?) = ym@ relativistischer Impuls, wobei v den sogenannten ,rela-
tivistischen Massenzuwachs“ impliziert.

Bedeutung von p°:

2
0 m PR muv

m + = klassische kinetische Energie bis auf Konstante

b :\/1—1)2 2
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relativistische (kinetische) Energie

SV EE= e

= Fy = mc? = Ruheenergie (eine mogliche Definition der Masse)

o AN dynamischer Grund fiir Unerreichbarkeit der Lichtgeschwindigkeit

= p ist "Energie-Impuls-Vektor”
= m? Gleichung der "Massenschale” im Impulsraum:

2 (p0)2 _52

Allgemeine Definition der Masse.

Abbildung 5.2: Zur Definition der Masse

P P . .
m2+p? T=-—=—— E(p) wie NR (allg. Hamiltonsche Bew.gl.

Verallgemeinerung des 2. Newtonschen Axioms
d
d—p =ma = K lorentzkovariant
s

K ..Viererkraft, spezifiziert durch Dynamik im engeren Sinn

= allgemeine Eigenschaft Ku =0
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- dp ap
K= di.; = 'yd—]z Ableitung des relativistischen Impulses nach der Eigenzeit
o dp° dE - . . .
K" = e vﬁ Energiedinderung / Eigenzeit = v - Leistung der Kraft
s

3. Newtonsches Axiom
Kap = —Kpy4 ist falsch, weil die physikalische Kraft bzw. Leistung fiir einen Beobachter
dp/dt # dp/ds ist. Allenfalls kann
dpa _ _dps
dt dt

gelten, aber auch das ist wegen Kausalitdt und Relativitdt der Gleichzeitigkeit nur fir
Kontaktwechselwirkung sinnvoll (tatséchlich gibt es in der Quantenfeldtheorie nur Kon-
taktwechselwirkungen). Das 2. Axiom hat daher keine direkte kovariante Verallgemei-
nerung.

Gleichwertig: ZXZI pa = const. fiir abgeschlossenes System von N Teilchen mit Kon-
taktwechselwirkung, verallgemeinerbar auf ein System aus Teilchen und Feldern, wenn
auch Feldimpulse beriicksichtigt werden.

Bemerkung: Impuls und Kraft sind eigentlich Kovektoren, die Masse ein Tensor — Wir-
kungsprinzip.

Anwendungen

1. Streuprozess

Abbildung 5.3: Streuprozess (im Allgemeinen treten im Zentrum der Skizze weitere
(,virtuelle®) Teilchen mit Kontaktwechselwirkung auf)

pP1+p2=p3+Dp4
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1
p% =ma+Ta, Tar=mgy <12 — 1> reduzierte kinetische Energie
-

==mi+Ti+mo+To=m3+T3+my+Ty

Nur die Summe aus reduzierten kinetischen Energien und Massen ist erhalten!
Pi+Pe=p3+ps, Pa=—F—
Vgl. Newton:

ms =1mjp, M4 =mM3
T +Ty=T3+Ty, Ty = %WAUE;
PA = mavUA
Teilchen kénnen bei Streuung Masse und damit Identitédt andern!

2. Zerfallsprozess

Abbildung 5.4: Zerfallsprozess

P=q+q

PP =+ 200

= m® =mi +mj3+2({d) — (1)
wobei ¢9q3 — fid > 0, weil |7a] = 1/ (¢})? — m% < &

=>4 m124 < m?: Ein Teilchen kann in solche mit kleinerer Masse zerfallen.
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5.3 Masselose Teilchen und relativistische Wellenphanomene

dzt
ds

m:O:>pi:m =0

= keine Wechselwirkung (kein Energie- und Impuls-Austausch méglich) = solche Teil-
chen gibt es nicht.

Der Schluss gilt nicht, falls m — 0 und As - 0= v = 1 = u — o0, aber Az und p
endlich und lichtartig: p?> = 0, p = (|p],p) # 0

= masselose Teilchen miissen lichtartigen 4-Impuls haben. Existieren tatséchlich: Pho-
tonen.

Zusammenhang zwischen mechanischen und Welleneigenschaften (Einstein 1905): Ei-
ne klassische monochromatische ebene Welle ist ein Zustand hoher Besetzungszahl von
Photonen mit demselben Energie-Impuls

p=hk, k=(w,k) Wellenzahl-4-Vektor

-0 2
w= k| = % = 27 - Zahl der Wellenperioden/Lénge

dquivalent Av = ¢

Transformationsverhalten von Welleneigenschaften folgt aus dem 4-Vektorcharakter von
k:

(v7070)
—

I r

/

f’“ \
!l/
g -

)
b
|
N,
\
RSN SE— \

Abbildung 5.5: Wellenvektor mit Winkel

1
cost

oBdAk=w sind
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;4 |cos? | —-yv cos v
K sin 9’ . 1 sin ¢
0 1 0

W' = yw(1 —vcos?) (1)
W' cos? = yw(—v + cos V) (IT)
W'sind’ = wsin ) (I1I)
Aus (I) folgt
/

w
5,

Y= v(1 — vcosh)

also der bereits bekannte Dopplereffekt mit dem relativistischen Dopplerfaktor 6.

cos?V — v
II/1: W=
/1 cos 1 —vcos?
sin
Im/1:singy = ———
/L:sin ~v(1 —vcos V)
Ly ¥ 1+vt 9
n— = n—
o 1—o 9

Eine der beiden Formeln geniigt wegen cos? ¢ +sin?1)’ = 1 und Stetigkeit in v (legt den
Quadranten fest)

¥ # 9: relativistische Aberration

9= g = cos? = sin (g—ﬁ') = —sina=—v

Effekt der Bahnbewegung der Erde: o ~ 20” (grole Halbachse einer scheinbaren Ellip-
senbewegung). Beobachtung: Picard, Bradley 1728 (zusétzlicher Effekt der Erdrotation:
a=kcoso, k~0,3")

Newtonsche Korpuskeltheorie des Lichts liefert tana = 2

QSRT > ONewton

in Ubereinstimmung mit relativistischer Addition orthogonaler Geschwindigkeiten bzw.
Zeitdilatation + gewohnlicher Addition (betrachte transversal bewegtes Photon)

v — 1= ¢ = 180° alles kommt von vorn (— v, < k'), vgl. Fahrt im Regen.
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g‘h SRT

Abbildung 5.6: Aberrationswinkel

Abbildung 5.7: Compton-Effekt
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Compton-Effekt

e~ -vy-Streuung;:

p+q=p+¢
m?*=q*=(p—-p +9*=p*+p* - 2p ++29(p — P) + ¢*
=qlp—p) =pp

Ruhsystem des e~ vor dem Stof3:

2
= mh(w _ w’) = h%)(,u’(l — COSﬁ) (19 = A(ﬁyﬁ)) el

2
w = Tﬂ =N -\= ﬁ(1 — cos V) (Compton 1922)
m

h

- »Comptonwellenldnge des Elektrons*, % reduzierte Comptonwellenlédnge

Frequenzéinderung klassisch nicht versténdlich!

5.4 Weitere Aspekte der relativistischen Dynamik

Teilchenumwandlung (,Umwandlung von Masse in Energie®)

,hormale* Materie: Teilchenmassen und reduzierte kinetische Energie getrennt erhalten.

Griinde:

o diskretes Massenspektrum (= Energieschwellen)

o Erhaltung von @, B (p stabil, (n nicht stabil, aber es gibt stabile Kerne wegen
Pauliprinzip), L (e~ stabil); Abwesenheit von Antimaterie

Beispiele:

Inelastische Streuung: p+p — p+p + 7

Paarvernichtung: et + e~ — 27, Umkehrung: Paarerzeugung

Zerfall: 70 = 2y, n = pt 4+ e~ + 7,

Massendefekt

Bindungsenergie Ep == —(T + Epot) > 0 tragt zur Masse bei. Z.B. H-Atom:
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p+e—H+ 2y

1
Ep =my+me —mp ~ imeoz2 = 13, 56eV

e 1
T he T 137

Relativer Massendefekt:

M~ my+m.—Eg m, 2 m
Atomkerne:
AM
—— <1072
M ~Yy
Gravitationskollaps:
AM
—— <0,4— ART
M ~Y ) _>
Massenmittelpunkt

S 7 Lo
X o< Y maiy erfiillt nicht X || P

eil pa =m @%m @
well pg = AdSA Adt

S X() = Z%i?j(t)

—

definiert die Weltlinie des Zentroids C' (= fiir freie Teilchen ist X = %)

konvexe Linearkombination mit nichtskalaren Koeffizienten = keine kovariante Defini-
tion = C héngt vom Bezugssystem ab

z.B. identische Teilchen mit ¢, —¢ = C in Mitte,
aber im Ruhsystem eines Teilchens jenseits der Mitte, weil pg > p(l)

Def. Schwerpunktsystem:

Iear Y Pa=0
A
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Massenmittelpunkt = Zentroid im Iops
Drehimpuls
,Drehimpulstensor® I* = zip* — zFp?

x' ...Verbindungsvektor zu einem Bezugspunkt, z.B. Koordinatenursprung

Gewohnlicher Drehimpuls I, = ea57x5p7 ist axialer 3-Vektor — [; = eijmnuj ", €k
..vierdimensionales e-Symbol, u ..4-Geschwindigkeit des Beobachters.

>oa lff fiir abgeschlossenes System wechselwirkender Teilchen im Allgemeinen nicht er-
halten (ausgenommen Kontaktwechselwirkung) — Elektrodynamik (Lorentzkraft ist kei-
ne Zentralkraft)

Mit Einbeziehung von Feldern gilt Drehimpulserhaltung.

Wirkungsprinzip fiir freie Teilchen

Abbildung 5.8: Zeitartige Weltlinie

Py
Se x le = / ds fiir zeitartige Weltlinie C
Py

Soll fiir Gerade ein Minimum sein, Dimension Wirkung —

Sle(r)] = —m / Vitir= [ Lar (-E j)

7 beliebiger Parameter, S invariant unter Reparametrisierung 7 — f(7) bzw.  — z o f,
Vi? — Vi?|f| = S nur invariant, wenn f monoton wachsend = 7 > 7 und ™ < 7
sind physikalisch unterscheidbar:

2% "1 Teilchen, 2%\, 7 : Antiteilchen

z.B. 7 = t = Lagrangefunktion:
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g m [ dz\>
L=-m®\/1-=~-mP+— =
mc 2 mc—|—2<dt>

bis auf Konstante identisch mit Lagrangefunktion des nichtrelativistischen freien Teil-
chens

Alternative Wirkung (auch fiir masselose Teilchen):

~ 1 [ (dx\?
S[z(N)] = —= — ] dA
e =3 [ (%)
ist invariant bis auf konstanten Faktor nur unter affiner Reparametrisierung A\ — a\+b

d?x
adrivi

werden (dann ist S = §/2 und die konjugierten Impulse stimmen iiberein)

0, fiir m > 0 kann nach Erfiillung der Bewegungsgleichung A mit . identifiziert

Auf lichtartigen Weltlinien ist A nur ein ,affiner Parameter®.

Kanonisch konjugierter Impuls:

oL mka'ck dxk

T =———=—m = —mnjp—

o T T ~— Ty
Vi2dr=ds

(7ra =p%, M = _pO)
ist kein 4-Vektor, sondern Kovektor.
No-interaction theorem

Lagrange- bzw. Hamiltonformalismus ldsst keine Wechselwirkung relativistischer Teil-
chen zul!

5.5 Kovektoren

Sei V' ein beliebiger Vektorraum, betrachten geordnete Schar (natiirliche Ordnung) von
aquidistanten (ohne Metrik definiert) parallelen Hyperebenen (affine TR mit dim = n—1
(codim = 1))

Eine solche Schar definiert eine lineare Abbildung f : V — R, v — +e- # Schnittpunkte
des Pfeils mit der Schar. + (-) falls Richtung des Pfeils der Ordnung (nicht) entspricht.

= f(av+ pw) = af(v) + Bf(w) (im Limes Distanz — 0,¢ — 0)

Eine solche Abbildung heifit lineares Funktional oder Kovektor. Allgemeine Form: f(v) =
fiv'
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Abbildung 5.9: Grafische Darstellung eines Kovektors

Dualraum V* := {lineare Funktionale iiber V}

ist Vektorraum: (af + Bg)(v) = af(v) + Bg(v).

dim V* = dim V, aber es existiert kein natiirlicher (basisunabhéngiger) Isomorphismus.
Zu jeder Basis {e;} in V existiert die duale Basis {e*} definiert durch e*/(e;) = & j
f lisst sich damit als f = f;e*® darstellen, womit die konkrete Bedeutung der bereits
weiter oben eingefiihrten Koeffizienten f; gefunden ist.

Im Minkowski-Vektorraum Vj/(= der mit dem Minkowskiraum assoziierte Vektor-
raum 2 Raum von 4-Vektoren") definiert

v — uw ein lineares Funktional u*(v) = uv = ngufv® = v’
o k
Ui = NikU

Die Metrik identifiziert daher Vj; mit Vy;

Anschaulich: Schar «+» orthogonaler Vektor mit Lénge = € / Abstand benachbarter Hy-
perebenen, Richtungssinn bestimmt durch Ordnung

Betrachten u und u* als Reprisentanten ein und desselben physikalischen Objekts:

u; . . . kovariante,

u' . .. kontravariante Komponenten des 4-Vektors u

= Skalarprodukt uv = u;v* = u'v;

(ui) = (mixu®) = (u°, ~)

“Nur Vierervektoren derselben Dimension bilden einen Vektorraum, dieser ist mathematisch das
Tensorprodukt V{,,y = Vi ® R(,,), wo der eindimensionale "Mafiraum” R,y isomorph zu R, aber versehen
mit der entsprechenden Mafidimension p ist. Alle Mafirdume gehen aus 3 fundamentalen (fiir Lange,
Zeit und Masse) durch Bilden von Tensorprodukten und -quotienten (Tensorwurzeln fiir nichtrationale
MaBeinheiten) hervor.
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ut = nFuy, n'* = (" =y

weil 7% = id (n'my, = ')
Transformationsverhalten der kovarianten Komponenten:

m

up = mapu™ = e LNl = mi L0 = (L)), wm =1 L™ i,

weil

L'nL=n L")

nLy = (L")~

= Kovektoren transformieren kontragredient (gilt allgemein unter linearen Transforma-
tionen auch ohne Metrik)

Trotz der Identifizierung haben solche geometrischen Objekte einen ,natiirlichen Cha-

rakter® bzw. natiirliche Indexstellung: z.B. Az’ Vektor, B(?ci Kovektor (,,4-Gradient*)
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6 Relativistische Kontinuumsmechanik

6.1 Felder, Hyperflachen, Integration

Kinematik eines Kontinuums beschrieben durch Geschwindigkeitsvektorfeld (¢, Z) —
u(z) (4-Geschwindigkeit eines Materieelements um x);

mechanische Eigenschaften durch rdumliche Energiedichte e(¢, Z), raumliche Impulsdich-
te (t, T);

€, ™ bilden kein 4-Vektorfeld, weil rgumliche Dichten (rduml. Volumen nicht invariant).
Gesamtenergie PO(t) = [ d3x €(t, T)
Gesamtimpuls P(t) = [ d3z 7(t, T)

Héngen i.A. vom Inertialsystem ab, weil weder Integrand noch Integrationsgebiet inva-
riant. Erwarten: P = (PY, P) ist 4-Vektor.

Felder

Skalares Feld ¢: ¢/(2') = p(x) oder ¢’ = pog™t geP
Vektorfeld:

o kontravariant v (z’) = L, v¥(z)

o kovariant v}(z') = L;Fvi(z)

4-Gradient eines Skalarfeldes ist kovariantes Vektorfeld:

Oy

oy = 0w =¢a (= (dp))

d¢'  0p OxF k0P
ozt Ok oxt TV Oak

weil

k

da' = L'yda® = da¥ = (L71)" da”
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_(1-1\F _ 1 k&
:>8x,i_(L ). =1L

Wollen [ d®z zu Integral iiber Hyperfliche verallgemeinern.

Hyperflachen
Glatte Hyperfliche ¥ = 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Minkowskiraumes
(z.B. {f(x) = const.} falls df # 0)

besitzt Konormale (z.B. f;; f,iv' = 0, weil Tangentialableitung von f entlang einer
Niveaufliche) und Normalenvektorfeld n'(x) : n'(x)v; = 0V Tangentenvektoren in z
und n? = +£1, falls n zeit- (raum-)artig = n bis auf Vorzeichen eindeutig;

im lichtartigen Fall ist n? = 0 = nicht normierbar = nur die Richtung bestimmt

Y heiit (lokal) raum-, zeit-, lichtartig, falls n zeit-, raum-, lichtartig

e 3 raumartig = alle Tangentenvektoren raumartig
e ) zeitartig = alle Tangentenvektoren zeit-, raum- oder lichtartig

o 3 lichtartig = alle Tangentenvektoren raum- oder lichtartig

Vi

v

s

>

Abbildung 6.1: Hyperfliche (raumartig)

Volumselement

4-dimensionales orientiertes Volumen eines Parallelepipeds aufgespannt von 4 Vektoren
va: V(vg,v1,v2,v3) multilinear, alternierend = V' o det(vg, v1, v2, v3)

legen Konstante fest durch V (e, e1, €2, e3) = 1, wo {e;} Orthonormalbasis mit Standard-

orientierung, z.B. Standardbasis

6():(1,6), e1 =(0,1,0,0), e2=1(0,0,1,0), e3=(0,0,0,1)
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Orthonormalbasis {e;} — va = v/ ¢;

0 0
vy, ... Ug
= V(vg,...,v3) =det | : | =g vy vy

'Uo o U3

+1 (1jkl) gerade Permutation von (0123)
€kl = § —1 (ijkl) ungerade Permutation von (0123)

0 sonst

e definiert Volumsform (setzt keine Metrik voraus) — 4-dimensionales Volumselement:

heuristisch dV =V (dxoeo,dxlel,dx2eg,dx?’eg) = daVdzlda?dz® = d*z (exakt: dV =
da® A dxt A dx? A dz?)

3-dimensionales Volumen eines 3-dimensionalen Parallelepipeds = Hyperflicheninhalt

o(v1,v2,v3) := V(n,v1,ve,v3)
n ..normierter Vektor L vy, vy, v3 (Wahl der Richtung = Wahl der Orientierung des
Parallelepipeds)
Falls n lichtartig, ist n € (vy,ve,v3) und o = 0.
Allgemein ist n; o< eijklvlj vzkv?f
Betrachten orientierte Hyperfliiche ¥ mit Parameterdarstellung (€1, £2, £3), E € H,

H C R3, so gewdhlt, dass (n, g—g, g—g@, g—gg,) standardorientiert”.

Skalares Hyperflachenelement in z € X
Heuristisch do = o(dvy, dvg, dvs), wo dvl, = %d&a keine Summe!

0 0920 09z 920

1 Ozt

g 1762 703 i
= do = det , d&-decde =n'do;

n : .. ———

3 53 d3¢ Volumselement
n 8—265 im Parameterraum,

P a “
- e 5ieh| ¢
x(€)
“Die % sind tangential, weil Limiten von Sehnenvektoren; sie sind linear unabhéngig, weil ng‘i eine

Matrix von Rang 3 bilden (die Jacobi-Matrix der Parameterfunktionen xl(g)
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k J
= doi = eijr1 08 92y $5d%¢ (= (1/3)eijpada? Adak Adats dad Ada A dat = %d%)
bilden Kovektor unter eigentlichen Lorentztransformationen (det L = +1), weil x(€)
invariant, wenn n durch einen beliebigen 4-Vektor ersetzt”. Sie sind auch invariant unter

orientierungserhaltenden Reparametrisierungen, weil

Ox7 Ox* Ox! L0(20, . ai, . ad)
Mgt gt op Y ol e e

(do;) ...kovektorielles Hyperflachenelement, ist auch fiir lichtartige Hyperflache # 0

(Funktionaldeterminante).

det (v, %g;%) =0V tang. v = vido; = 0 = do; x n;

= do; = tnydo, falls ¥ raum-/zeitartig™ (vgl. dF = @ - dF, dF = itdF fiir Flichen im
E3).

Fiir die Berechnung von 4-dimensionalen Volums- und Hyperflicheninhalten sind das
Volumsma$ |dV| bzw. das Hyperflichenmaf |do| heranzuziehen.

Fiir eine zeitartige Hyperfliche parallel zur t-Achse (¥ = I x A) mit Parametern ¢
und z%, 2° in zyklischer Ordnung ist dog = 0,do, = —dtdF* (dF* = eaﬁydwﬁ A dz T
= do = n'do; = —dtii- dF = —dtdF ,do, = nedtdF, das Vorzeichen ist eine Konsequenz
unserer metrischen Konvention)

Integration
/ ... d*z, / ... d3¢ wie in der Analysis definiert

4-dimensionales Gebiet G, skalare Funktion f:

/ fdv = / flx (Standard-Integral im R*)

Hyperflache X:

/E fdo = /H f (a: (5)) X (5) d3¢ (Standard-Integral im R?)

Vektorfeld v:

* Allgemein sind die algebraischen Komplemente einer Matrix von 4-Vektoren Kovektorkomponenten.
“*Die do; hangen nicht von der Wahl von n ab, do schon.

Tkeine Summe; = %Eaﬁ’ydmﬁ A dz? mit Summe, dz? A dz” = 83((21 §;>d§ de?
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. , R J ok Al
/Evl do; = /H v (a; (f)) 6““2;2;% d3¢ (Summe von Standard-Integralen im ]R3)

Bemerkung: I. A. sind mehrere Gebiete H4 C R? nétig, um ¥ vollstindig zu parame-
trisieren, z.B. im Fall der S? 2 Gebiete.

Satz von GauB3 in 4 Dimensionen

/&-vidV:/ vido;
G oG

Dabei ist G so zu orientieren, dass die Tangentenbasis unter Hinzunahme von n' (an
0. Stelle) die Orientierung von G (Standardorientierung) liefert, wenn die Konormale
n; nach auen gerichtet ist (d.h. n;tt > 0 fiir alle nach auflen weisenden transversalen
Vektoren ¢ bzw. die n; entsprechende Schar nach auflen aufsteigt).

Falls 0G = I x A, ist v'do; = ¥ - i dt dF mit nach auflen weisendem Vektor 7.

Beweis: Zundchst sei 0G beziiglich aller Koordinatenebenen zweifach riickprojizierbar,
d.h. durch zwei Abbildungen des jeweiligen Grundrisses bestimmt.

Abbildung 6.2: Gebiet G mit 0G zweifach riickprojizierbar

Dann ist

to (%)
/ 9o dV = / A3z / v dt
G Hy t1(f)
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Analog:

xg (t,a?27)
av / dtdFa/ Oqudx®
G H, (t,z8,z7)

keme Summe

/ dtdFa t xS (t, P :UW),x'B,:c”Y) — v (t,x?(t,xﬁ,xw),xﬁ,xw)}
Heq

/ dtv® dFa

—nadF

= / v¥dog
G

Allgemein ist G aus 2-fach riickprojizierbaren Gebieten zusammensetzbar:

é/@avo‘dV—Ei/ vo‘daa—/ v¥doy,,
G 0G; oG

(Jede Grenzfliche tragt zwei mal mit verschiedener Orientierung, also insgesamt 0, bei.)

™ 9G

Abbildung 6.3: Zusammengesetztes Gebiet

6.2 Dichten und ErhaltungsgroBBen

Betrachten skalare ,extensive* Grole @@ = ,Ladung® (z.B. elektrische Ladung)

Qt) = /d?’xp(t,a_c') :/ doop = /daiji, p=4° weildoy, =0
~—— {z0=const.}

rauml. Dichte v. Q
(Ladung/Volumen)
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Verallgemeinerung auf beliebige Hyperflache X:

QE:/dJiji
>

Qs lorentzinvariant, insbesondere fiir ¥ infinitesimal = fiir beliebiges do; ist do;j* in-
variant = j ist 4-Vektor und p = j°

Bedeutung von j Betrachte X = I x A mit A so orientiert, dass do, = dt dF'* = dt n® dF,
i bestimmt durch Orientierung von A und Standardorientierung im R?

to . .
Qx, :/ dmo//j-dF
t1 A

= Ladung, die zwischen ¢; und to durch die Fliche A flieit

(in dem durch n vorgegebenen Sinn)

= j* = Ladung/Zeit - Fliche L &, = (Stromdichte von Q)®

I, A infinitesimal = % =7 dF ist Ladungsdurchsatz = Strom durch die von dF

bestimmte infinitesimale Flache
j° heiBt Stromdichte-4-Vektor von Q

Q heiBit erhalten, wenn @y fiir alle global raumartigen Hyperflachen (reichen ins Unend-
liche und sind asymptotisch raumartig) denselben Wert hat.

Ladungsverteilung heif3t isoliert, wenn jeder raumartige Querschnitt von supp j kompakt
ist. Fiir eine solche Verteilung gilt der

Satz:  erhalten < 0;j' = 0 (Kontinuititsgleichung).
Beweis:

<: betrachten 4-dimensionalen Zylinder O supp j mit Mantel S (zeitartig) = j = 0 auf
S. Seien Y1 und 5 zwei global raumartige Hyperflachen, die sich innerhalb des Zylinders
nicht tiberschneiden (diese Annahme ist tatsichlich nicht notwendig, siehe Folgerung):

0= / o,jidv / jidoy = / fidoy — / jidor = Qs, = O,
G ~ Joc o i : !

Gaufl
(Standar'dbeweis argumentiert ,eine Dimension tiefer (o — X1 =% (0¥ = 0), Qxn, —
Qs, = QW = [ pdz = — [ divjd®zr = — [, 7 dF =0)
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Abbildung 6.4: Zylinder mit Hyperflichen >; und X9

=: Betrachten die Mannigfaltigkeit

—

P
<,
1

Abbildung 6.5: Mannigfaltigkeit mit Gebiet G

0=Qx, —Qx, = /GdA‘xaiji = 0;7' = 0 Vz (lasse G zu Punkt in 2 schrumpfen)
Folgerung:

Qi=0}y = Qv =0y fiir beliebige Inertialsysteme I, I’

At i,;. ;;:l /

™M

Abbildung 6.6: Skizze zur Folgerung
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Beweis:

Konnen Y auflerhalb supp j deformieren

:>0:</G1—/02>d4x3iji2622/—@2

Wie eir}deutig ist jN durch @ und jll = 0 allein festgelegt? j° = j* + fikvk, fik = —fhi
erfillt jfl =0und Q@ =Q:

dO‘i ik = / dO’i ik = 0,
/2 T e oy vk /

verallg. tensorielles
Satz v. Gaufl Flachenelement

falls f** hinreichend abfillt.

6.3 Der Energie-lmpuls-Tensor

P’ ... 4 Ladungen, jede hat ihre eigene Stromdichte

— PL = / T (x)doy,
)

Fordern: Pé ist 4-Vektor VX, wihle ¥ beliebig infinitesimal = T%n,, ist 4-Vektor fiir
beliebigen Kovektor n.

Ein Objekt T% mit dieser Eigenschaft heifit kontravarianter Tensor 2. Stufe und definiert
eine lineare Abbildung: Kovektoren — Vektoren

Transformationsverhalten:

u' beliebig = T"F = Li L T™" genauer:
Tk (2") = L7, LF T™"(x) : kontravariantes Tensorfeld 2. Stufe

T (x) heiBt Energie-Impuls-Tensor, er legt die mechanischen Eigenschaften eines Kon-
tinuums fest (so wie der Energie-Impuls-Vektor diejenigen eines Punktteilchens).

Physikalische Bedeutung

Aus der Interpretation einer allgemeinen 4-Stromdichte j folgt:
T = ¢ Energiedichte

T = g2, S Energiestromdichte
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T = 7 7 Impulsdichte

(diese 3-Vektoren sind tatséchlich Tensorkomponenten!)
T% = Komponente der Impulsstromdichte =

= Impuls® / Zeit - Flache (L €g) = Kraft® / Fliche (L €3)

Wihlt man Y = I x A infinitesimal und die Orientierung von A geeignet, folgt aus der
Definitionsgleichung von T fiir den Impulsstrom durch A

Pa
AP _ pesgps
dt

T8 hat die Dimension Druck bzw. Spannung, daher heifit —7%% =T, a’B Spannungstensor.

Lésst sich eine Ausbreitungsrichtung 77 des Impulsstroms identifizieren, kann man den
Charakter der Kraft klassifizieren, indem man den Impulsdurchsatz durch eine eine in-
finitesimale Fliche mit Normale 7 betrachtet. Einfachster Fall 78 = p§®? p > 0

= K = pridF zeigt in Richtung der Ausbreitung — Abstoflung mit Druck p
analog: 7% = —T§*% T > 0 = Anziehung mit Spannung 7. Ist Klf= Scherung

Ist 7% allgemein symmetrisch, beschreibt es anisotropen Druck bzw. Spannung mit
drei Hauptrichtungen. Auch wenn die Ausbreitungsrichtung unbekannt ist, wird doch
zumindest mikroskopisch 77 die Summe von Beitrigen mit wohldefinierter Ausbrei-
tungsrichtung sein = die Klassifikation gilt allgemein.

Die Kraft ist im Allgemeinen nicht physikalisch manifest. Z.B. hat eine Strémung von
staubartiger Materie einen (,,dynamischen® wegen @ # 0) Druck > 0, dieser wird aber erst
wirksam, wenn eine stationire Wand mit Kontaktwechselwirkung mit den Staubteilchen
cingebracht wird. Auf eine infinitesimale Wandfliche mit dF |0 wirkt dann die Kraft
K = 2TBqFB falls die Teilchen vollkommen reflektiert werden. Auferdem ist auf der
anderen Seite der Wand die Kraft — K wirksam, die die Wand stationér hélt. Beide Kréfte
ywirken“ zur Wand hin, was fiir Druck im Gegensatz zu Spannung charakteristisch ist.
In einem Gas herrscht auch im (makroskopischen) Ruhsystem (,,hydrostatischer*) Druck
> 0, weil ein Teilchen mit Masse m und Geschwindigkeit ¢ genau denselben Beitrag zu
T8 liefert wie ein solches mit —#. Wieder kann der Druck als Kraft auf eine stationire
Wand, die die Teilchen reflektiert, nachgewiesen werden: K& = T*3dF# (ohne Faktor 2,
weil von einer Seite nur die Hélfte der Teilchen kommt. ).

Spannung (Druck < 0) herrscht z.B. in einem Festkorper, der an zwei Enden ausein-
andergezogen wird. Hier wirkt das durch T®? beschriebene Kriftepaar tatséchlich auf
materielle Oberflichenelemente des Kontinuums; die Kraftiibertragung erfolgt sogar (im
Fall idealer Starrheit) ohne mikroskopische Bewegung.

Im Allgemeinen lisst sich 7% stérungsfrei (im Prinzip) nur iiber das erzeugte Gravita-
tionsfeld nachweisen (— ART)

Andere Bezeichnung fiir 7%*: Energie-Spannungs-Tensor (stress-energy tensor)
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o Uy

Bemerkung: Nur fiir staubartige Materie ist das Geschwindigkeitsfeld u(z) durch ¥ =

bestimmt, im Allgemeinen ist v # g = Geschwindigkeit des Energiestroms.
Erhaltungssitze

Hatten 0,5 = 0 & Qx u. a. v. 3, falls ¥ global raumartig.

Analog: Ti’ik =0« PLu a.v. 3, falls ¥ global raumartig.

T ”7@ = 0 ist die differentielle Form der Energie-Impuls-Erhaltung. Diese gilt fiir ein

abgeschlossenes System. Dabei ist T der totale Energie-Impuls-Tensor, d.h. enthalt
Beitrige der Materie und Felder im System.

Drehimpuls eines Kontinuums:
ik — / d3x(:ri7rk _ ajkﬂ,i)’ﬂ_i — 70
t=const

kovariant, Lk = [ (2T —2*T")do; (Bahn-)Drehimpulstensor der Materie (oder Felder)
in der raumartigen Hyperfliche X.

Falls Tikk =0 und T% = T ist L** konstant: (z*T* — kail)7l = 0 geniigt wegen des
Satzes von Gauf}

= T 4+ 2'T", - T* —2*7" =0 v

Fiir ,normale“ Materie wird 7% = T* vorausgesetzt, auch in der ART. (In der Elasti-
zititstheorie folgt die Symmetrie des Spannungstensors, 7° = T8 aus der Existenz
eines ,elastischen Potenzials®) Ist T # T* setzt sich der Gesamtdrehimpuls aus einem
Bahn- und einem Spindrehimpuls zusammen:

Jik — ik | gik
mit dem Spintensor S%* = f sl de,

ikl —

—ski . Spinstromdichte

J ist erhalten, falls T“fk =0 und TF — T% + s"kl’l =0.
Beispiel: Ideales Fluid

4-Geschwindigkeitsfeld u’(x) definiert lokales Ruhesystem (LRS)

keine Scherungskrifte = im LRS ist 7*? diagonal.

Isotropie im LRS = T8= p*§oB, §0, #=0
€* 0
— ik p*
p*
0 p*
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€*... Energiedichte im LRS
p*... Energiedichte im LRS

Wir lassen ab jetzt * weg = T = (e + p)u‘u¥ — pn’* ist kovariant, reduziert sich im LIS
auf obiges. ¢, p sind Skalare!

34+ 1+ 1 =5 unbekannte Funktionen erfiillen
T ”“ x = 0, Zustandsgleichung p = p(e) (,,barotrop“): 5 Gleichungen

W%:oé

pu; + (e +p)i; —p; =0

: relativistische Euler-Gleichung

"= uF0), konvektive Ableitung (= Zeitableitung im lokalen Ruhsystem)
Einfachste Zustandsgleichung: p = 0 (Staub)

= T = ecu'u = 4’ = 0 = inertiale Bewegung

Bemerkung: Im Allgemeinen folgt aus T ’k i = 0 keine Bewegungsgleichung
Nichtmechanische Bestimmungsstiicke eines idealen Fluids:
Teilchenzahlstromdichte

ni(x) = n(z)ui(r),n(xr) = Zahldichte im LRS

Erhaltung der Teilchenzahl N = fz n'do;, ¥ global raumartig

< Kontinuitétsgleichung n’ i=0

— eindeutige Losung n(z), falls 4’ und n(0, %) (allgemeiner: n|y fiir ein global raumar-
tiges 3) bekannt.

Entropie/Teilchen s(x)

Erster Hauptsatz fiir Teilchen im Gleichgewicht: de = T'ds — pdv

v =1 (Volumen/Teilchen), e = £ (Energie/Teilchen) (alles Funktionen von z)
Fliissigkeiten (im engeren Sinn) in 1. Ndherung inkompressibel:

e =const (allerdings existiert eine inkompressible Fliissigkeit in der SRT ebensowenig
wie ein starrer Korper)

Gas = kompressibles ideales Fluid
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Bemerkungen zur relativistischen Thermodynamik

1. Das Gleichgewicht zwischen relativ zueinander bewegten Koérpern ist problema-
tisch. Daher gibt es auch verschiedene Ansétze betreffend das Transformationsver-
halten der Temperatur unter Boosts (bis hin zur Nichtexistenz).

Folgender Ansatz erscheint am sinnvollsten:

Die Entropie S ist eine skalare Grofie (daher existiert auch eine 4-Entropiestromdichte
s* ) und hingt natiirlicherweise von E ab (nebst anderen Variablen). Die allge-
meinste Definition der Temperatur ist % = %, E=P= % ist die 0-Komponente

des Kovektors k8; = % = ,inverser Temperatur-4-Vektor*.
=T =+1—-v2T

Zum selben Schluss kommt man iiber die thermodynamische Definition der Entro-
pie dS = JQ% — kBi6QL.,, da natiirlicherweise 6Q) wie E die 0-Komponente eines
4-Vektors ist.

2. Die natiirliche Verallgemeinerung der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung

m’v2 m

26~ 5T ist die Jittner- Verteilung fy(v) o< ySe ™+
Vp2+m?2

(1= fol fr()dv o< 4m [P dpp*e” " T, p = ymwv). Fiir ein Gas im bewegten
Behilter wird man den Exponenten gleich —j3;p’ setzen.

fu(v) xv

6.4 Tensoren

Abstrakte Definition: affiner Tensor vom Typ (p, q) tiber Vektorraum V (endlichdimen-
sional) ist eine multilineare Abbiildung

T: V% - . xV*xVx...xV >R

p q

allgemeine Form: Mit w* = w;e*, v = vie;, e*(e;) = (5; (duale Basis) ist

it (W) )i

*(1 *P). — 4
T, w ), vg) = Gy Wi W V)

Tensorkomponenten

T heifit p-fach kontravariant, g-fach kovariant, p + ¢ heifit Stufe.
Transformationsverhalten unter Basiswechsel mit L € GL(V):

T/ZZZp

— L L N g ey
jl...jp_L mi L L L, T ni...Ng

Mp~5, Jq
gilt auch fur affine Abbildungen (eines affinen Raums mit VR V) mit homogenem Anteil
L=(L%),L* = (L") )"

)
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Spezialfalle:

p =0,q = 0: Skalar (Invariante)
p = 1,q = 0: (kontravarianter) Vektor (€ V** =V : v(w*) = w*(v))
p=0,q = 1: Kovektor € V'*

p =1,¢q = 1: Endomorphismus (lineare Abbildung mit Matrix Tij)

(Anti-)Symmetrie in einem Paar gleichartiger Indizes, z.B. T = £T7-% (anti-)
symmetrisch in 7 und j, ist basisunabhéngige Eigenschaft.

Algebraische Operationen (basisunabhingig)

a)

Linerkombination von Tensoren gleichen Typs:
aA + BB+ =C+ oderC=aA+ 3B

= Tensoren gleichen Typs bilden Vektorraum
) VRV VeV - -V =VPg V*

~~
q

P
erzeugt von den zerfallenden Tensoren v(1)®- - Qv Qu* V.. .@uw*@ definiert durch

’U(l)@' . ®w*(Q)(5L’*(1)7 . 7x*(p), y(1)7 . 7y(q)) = fU(l) (:C*(l)) “e . U(p) (x*p)w*(]-) (y(l)) “ e w*(Q) (y(q))
= ‘I(ZLQ) =) T — 1’77:1“'7:10 jl...jqeil ® e ® eip ® 6*j1 ® P ® e*jq

= dimT®9 = pPtd n = dimV

Tensorprodukt

Eindeutige Erweiterung von ® auf Tensoren beliebigen Typs durch Assoziativitidt und
Multilinearitét:

(€i1®“’®€sz®€*j1®"“®€*jq)®(€ip+l®“’®€z’r®€*jQ+1®“’®€*js):eh@
"®€i,«®e*h®“'®€*]s

= A®B =0, Ac3P) B e gt = ¢ e gptatd)) mix ¢4 =
Al B

— Tensoralgebra iber V' = direkte Summe der Vektorrdume von Tensoren aller Typen
iber V mit ® als Multiplikation:

T=3 2 (@TP) =ReVeV'eVeVeVeVeV'eoV'e. R=V"
hat Elnhelt ds=10000d....

T ist co-dim.;

kein Problem, wenn nur endliche Linerakombinationen zugelassen sind.

Verjiingung oder Kontraktion

......
(p,q) (p—1,4—1)
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Spezialfall: Spur Tiz- eines Tensors 2. Stufe
d) Uberschiebung = Tensorprodukt mit Kontraktion

e kol.j..

(p.a) ra (p+p'—1,g+q' —1)
Spezialfille: u;v' = u*(v) = v(u*), u; = Npu®

Kontraktion und Uberschiebung kénnen auch iiber mehrere Indexpaare erfolgen.
Quotiententheorem

Ist C¥F Gl = AlkmjlnB”m fiir beliebige Tensoren B von Typ (p, q) ein Tensor
vom Typ (p,¢'), dann ist A ein Tensor vom Typ (p + ¢,¢ + p).

Beweis — Ubung ( haben es bewiesen fiir A% = T% p/ = 1,q = 1) Z.B. viu; invariant V
Vektoren v = u Kovektor

Invariante Tensoren: Komponenten in jeder Basis dieselben, z.B. alle 0-Tensoren,
alle Skalare, 3 invariante Vektoren, Kovektoren auBer 0. Einfachster nichttrivialer Fall:
Typ(1,1) (definiert Endomorphismen: z' = T%2F) : T% = &, ist invariant ( nicht
Tix = dix!)

Alle nichttrivialen invarianten affinen Tensoren sind Tensorprodukte von §° i
Lorentz-Tensoren
V = Minkowski-Vektorraum

Wegen V = V* lassen sich affine Tensoren verschieden Typs mit demselben Minkowski-
tensor durch Indextransport indentifizieren, z.B. T}, = mmmme”,TZj = njkT“’“,T”C =
N0 T

— kovariante, gemischte, kontravariante Komponenten desselben Tensors (insbesondere
17 = it weil n=t =0~ tn(n~h)T)

Einschrdnkung der Transformationsgruppe auf die Lorentzgruppe gestattet mehr Ten-

soren und mehr invariante Tensoren: Lorentztensoren im weiteren Sinn. Der metrische
Tensor 7, ist lorentzinvariant: ”fzb = LaZLbkmk = Nab

Beweis: f = (L~1)TnL~! = 1, weil L~! auch eine Lorentztransformation, und LTnL = n
bereits bekannt.

Pseudotensoren

Tensoren beziiglich £, ; Vorzeichenwechsel, falls L € £\L
Z.B. €4pcq definiert einen invarianten Pseudotensor:

Falls Tensor, wére €, , = LaiLbchdeleijkl = (det L)egped
Man legt aber fest €/, , = €apeq ! (reine Konvention)

Weitere Eigenschaften:
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bed
€t = (detn)fabcd = —€abcd

€abea€”’® und Kontraktionen sind affine Tensoren, und zwar Tensorprodukte von §

Tensoranalysis
Tensorfelder: 7", (z') = L', --- L -T™  (z)
Differentiation: 9;,7% , (z) = D"~ ik Typ (Pyq+1)

m .

Gaufscher Integralsatz: [, d*xd;T" | = [, doT"  , gilt nicht nur fiir Tensorfelder.
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7 Relativistische Elektrodynamik

7.1 Nachweis der Kovarianz

Feldtheorie: Feldkonzept ersetzt retardierte Fernwirkung von Teilchen; mathematisch
einfacher, obwohl klassisch im Prinzip verzichtbar; unerlésslich in der Quantentheorie

Elektromagnetismus beschrieben durch 6 Feldfunktionen: E , B

Grundgleichungen (im GauB-System: [¢] = M2 LT, [E] = [B])

Bewegungsgleichung (Lorentzkraft):

Feldgleichungen (Mazwell-Gleichungen):

divE = 4dmp divB =0
rotE-{—%%—Jf:() rotB—%%—f:%j

Von diesen 8 Gleichungen sind 2 Bedingungen an die Anfangsdaten = 6 Evolutionsglei-
chungen fiir 6 Funktionen.

Aquivalente Integralgleichungen folgen iiber die Sitze von Gaufl und Stokes: Gauf’sches
Gesetz, ggﬁ B - dF = 0, Induktionsgesetz, Ampeéresches Gesetz.

Einfache Konsequenzen: Coulombsches Gesetz K19 = qi#, Biot-Savartsches Gesetz

Elektromagnetische Wechselwirkung verletzt i. A. das 2. Newtonsche Axiom, keine Zen-
tralkraft, geschwindigkeitsabhéngig.

Vereinfachung durch Potenzialansatz (c=1):

(div B= 0 =) B = rotA ) homogene Maxwell-Gleichungen
(rot(E + A) = 0 =) E=-V¢— A | identisch erfiillt

inhomogene:
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divE = —Agb—divjlelwp
rOtEZW—Ag:%—Z+4ﬂj

Falls % + div A = 0 (Lorenzbedingung) =

U¢ = 4mp
OA = 4nj

0= g—; — A d’Alembert-Operator

Erfiillbarkeit der Lorenzbedingung:

A A=A+ VA

,Eichtransformation“ &ndert E , B nicht
o ¢ =0 G }

_a/ s AT _8¢
O—E—i-leA =0A = T

+ divA

ist (lokal) immer 16sbar, A bestimmt nur bis auf Lésung von OA =0
O = n*0;0,, = 0? ist invarianter Operator

Definition: 4-Potenzial A® = (¢, ff), Eichtransformation: A; — A; — 9;A
Lorenzbedingung 0; A* = 0 kovariante Gleichung, falls A 4-Vektor

hatten 4-Stromdichte j = (p,7)

= inhomogene Maxwell-Gleichungen:

OA" = 4nj°

= A 4-Vektor, weil j 4-Vektor

(in Quantenmechanik ist eia § Aida? beobachtbar)
(ohne Eichbedingung: Ai,kk — Akvki = 475’
Kovariante Darstellung der Feldstarken

Eq = —0,A° — 9gA® = —0, A0 + 0pAa
B, = 0gAY — O,YAB = —0gA, + 0,43 (a, B, zyklisch)

— Definition Feldstarkentensor (Faraday-Tensor) Fj, := 0; A — O A;

71



0 —-B3 B
= (Fi) = 0 —51
0

kontravariante Komponenten F* = pimy*nF,

0 —Fy —FEy —Ej3

; 0 -B; B
= (F'*) = 0 —1-‘3’1
0

{ S . o 2
F*Fy. und det(Fj) invariant = E? — B? und (E . B) Lorentzinvarianten
O F*F = ), (0°AF — OF AT) = —OA" falls 9; A" = 0

= inhomogene Maxwell-Gleichungen:

O F* = —4r

= 0;j' = 0 (Kontinuititsgleichung = Integrabilititsbedingung fiir Maxwell-Gleichungen)

homogene Maxwell-Gleichungen:

’Fik,l + Fri + Fip = 0‘ (4 Gleichungen)

(im Formenkalkil: dF = 0,d x F' = —4m * j)

Lorentzkraft

q (E + U x é) linear in Feldstédrken und Geschwindigkeit =

—

K = qF*y, :qy(E-U,E+ﬁx é)

ist 4-Vektor, erfiillt K'u; =0

dp' _ i AP

1=
-K
ds dt

ist exakt die urspriingliche Bewegungsgleichung, wenn p' = relativistischer Impuls
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Transformation der Feldstarken

F=(F* = F =LFL"

Standard-Lorentztransformation:

Ei = E1 Eé = ")/(EQ — ’UBg) Eé = '}’(Eg + ?)BQ)
Bi =B Bé = ’Y(BQ + ’UE(;) Bé = ’Y(Bg — UEQ)

= fiir allgemeine Boosts gilt fiir Komponenten parallel und normal @

E|(2') = E)(x) By (2) = By(x)
Ei(m’) = (El(x) + 7 X él(x)> él(x’) =1 (El(x) — U X El(x)>

(beobachterabhéngige Feldstérke-4-Vektoren: E; = Fuk, B; = %eijle Tk, s. Ubungen)
Dualitat
Dualer Feldstérketensor F}; = %eikmnF mn

0 —-By —By —Bj

. 0 —EB; Ey
— Hik = 0 -E
0

= F* = _F; %: E — - B ) B — E lisst Vakuumfeldgleichungen invariant

Mit Quellen: F*i* =0, Fy:  + Fy -+ Ff ;= 4meij j'

Gébe es magnetische Ladungen, waren die Maxwell-Gleichungen auch mit Materie dua-
litdtssymmetrisch:

Flkk = —4mj’, Fyjk+ Frij + Fjri = 4meij 5t

Pk = drjt, Ff+ Fy + F

_ -
i j ki = 47T€ijkl]

—

. - OB ~ -
= div B = 47p, rotE—i—E:Zlﬁj, 0ij' =0

invariant unter * und j — —5, 5 — 7

Allerdings gibt es dann keine homogenen Maxwell-Gleichungen mehr = Potenzial exis-
tiert nur noch lokal auflerhalb supp j
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z.B.: magnetischer Monopol: A singulér auf dem ,Dirac String* = Linie vom Ort des
Monopols ins Unendliche (allerdings existiert in diesem Fall A mit Fj, = 0;Ax — OrA;,
B=v9)

verallgemeinerte Lorentzkraft:

di . N . .
:>d—lt):q(E+17xB>+(j<B—UxE>

Eindeutigkeit der Wellenfunktion eines Teilchens mit Ladung ¢ im Feld einer magne-
tischen Ladung ¢ = Dirac-Quantisierungsbedingung ¢¢ = §hc. (Tatsdchlich folgt die
Quantisierung der elektrischen Ladung auch ohne die Annahme der Existenz von ma-
gnetischen Monopolen aus der quantenmechanisch begriindbaren Eigenschaft, dass die
Eichfunktion A eine fundamentale Mehrdeutigkeit der Form egA ~ egA + 2wn, n € Z,
aufweist. Alle Ladungen miissen auf Grund dessen ein ganzzahliges Vielfaches von eq
sein.)

Magnetische Monopole bisher nicht nachgewiesen (ein singulires Ereignis 1987).
7.2 Energie-lmpuls des Feldes

Betrachten Ladungsverteilung mit 4-Stromdichte j

Lorentzkraft iibertragt auf Materie 4-Impuls, und zwar in einem Raum-Zeit-Gebiet G =
I x V', I infinitesimal

i Beh. ik 4
deat - o Tmat k d'z

o . .
— dt Y1 T d3
/V (875 Tmat + mat ,a> €T

:dt< Ot g3, / Tg;tdFa>
v ot ov

~
Bew: Netto-Rate des in V' produzierten
Impulses, = 0 ohne duflere Kraft

= Tk

mat

1 = Dichte der vom Feld auf Materie iibertragenen Kraft = Lorentzkraftdichte

K= -Anderung des 4-Impulses des Feldes / Zeit - Volumen = —T

em ,k

Lorentzkraftdichte x' = F'¥j;,
(ersetze in der Lorentzkraft ¢ durch p* = qu zu ersetzen durch j = ) A Phua filr
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Ladungsverteilung mit mehreren Komponenten, p%...Ladungsdichte im jeweiligen Ruh-
system)

1 1

k. Maxwell 1 ; ;
_Flk’jk axwe +7FZkFl :7(FZkF l)l_i Ft Fkl
1 k=] Ty k.l
7 7 ™ S~
s = Fp)
\_V__/
(Fig +Flig=—Fri;=) =—Fp "

1

. 1 .
g (szFk l + ZnZlekam),l

= Tk = L(FIF jk — ik FmnE,,) Maxwell-Tensor, Energie-Impuls-Tensor des elek-
tromagnetischen Feldes

(mathematisch bestimmt nur bis auf Addition von f"kll mit f* = — fik aber physika-
lisch eindeutig als algebraische Funktion der Feldstéarken)
Tk ist symmetrisch und spurfrei.

Tatséichlich lisst sich 7% auch ohne Verwendung der Lorentzkraft gewinnen (z.B. aus
dem kanonischen Energie-Impuls-Tensor, siehe Kapitel 8). Die Lorentzkraft folgt dann
aus der Energie-Impulserhaltung des Systems Materie x Feld: Tgr’;k + Tk =0

mat ,k

Drehimpuls

Elektromagnetische Wechselwirkung ist keine Zentralkraft = nur L, + L erhalten.

7.3 Strahlungsriickwirkung einer kompakten Stromverteilung

j 4-dimensional kompakt = @) = 0.

Allgemeine Losung von A = 47j° mit Greenfunktion G

0G(z) =6W(z) = A =dr / d*2' Gz — )i (2)

1 4 e—ikx
G(x) = _(277)4/d k 12

nicht eindeutig wegen Polen in k¥ = + ‘E ‘

Bevorzugte Losung:
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Abbildung 7.1: Zur retardierten Greenfunktion

(t—|%—7|,)
|7 — 2|

= A(.Z‘) = 47T/d4$,Gret($ _ x/)](l‘,) —|—Aein($) — /de/j +Aein(a§‘)

-~

Aret(z)

Energie-Impulsinderung einer Stromverteilung durch Feldeinwirkung
Phac(o0) ~ Phua(-o0) = [ ate Py, P = o 4 P
R4

/d4l‘Fret’ikjk — /d4$jk($)/d4$/ |:8iGret(x_x/)jk(aj/)_akGret(x_x/)ji(x/)]

0 nach part. Int. bez. =
(j habe kompakten Trager)

Vom ersten Term tragt nur der in x und 2’ symmetrische Anteil bei:

1
*(BiGret(.'E o l',) + 87{ Gret(QT, o CC)) _ 1 0 G(ﬂf . $/), G = Gret — G
2 ~——— 2 0zt
—-0;  G*(z—1')
7

(27)3

Mit Frad .= pret _ pav —  paws _ pein (Strahlungsfeld) ist
=F—Fa

G(z) = /d4k5(k2) [G)(ko) _ @(—ko)] o~k

. . U | )
Pha(00) = Paa(-00) = [ (Bt 4 Jpmdit) gt
R —_———

Beitrag der
Strahlungsriickwirkung
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7.4 Strahlungsriickwirkung einer Punktladung

Feld einer Punktladung

Weltlinie z(s) =

Aret,i(x) — 47T/d4l‘/Gret(l’ o SC/)jZ(IL’/)

= 4mq /oo dsz'(s)G™" (x — 2(s))

—00

=92 /_Sl dsz(5)6((z — z(s))?)

(Liénard- Wiechert-4-Potential)

Abbildung 7.2: Zur Definition von sy und sy

s1 definiert durch 2°(s1) = 20, s¢ definiert durch (z — 2(s0))? = 0, 2° > 2%(s0)

Haben verwendet

d(s — so)

Gret — —
(@) s<st 299 =g,

o), 8(y*(s))

Interessieren uns fiir die Abstrahlung ins Unendliche:
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Aret _>Fret _>Tret _>APC§O _/ Tret,ikdo,k

der wihrend der Eigenzeit As = so — s1 ins Unendliche abgestrahlte Energie-Impuls (zu
seiner Berechnung geniigt die Kenntnis von F** bzw. 7" in der Fernzone)

Abbildung 7.3: Zur Definition von K,

Klassische Larmor-Formel:

dEs _ 2 5 (d?Z\°
a 37 g

hat die eindeutige Kovariantisierung:

dpéo_ 2 9iy2
ds  317°°%

Energie-Impulsstrom ins Unendliche = Strahlungsleistung (relativistische Larmor-Formel,
reduziert sich fiir # = 0 im Ruhsystem des Teilchens auf die klassische)

Strahlungsriickwirkung;:

. 92 .. . 2 . .
mz' L +§q22122 (NR Tz = —quZ_’(Z)Q — Reibungskraft>

kann nicht stimmen, weil Z L 2.
Physikalischer Grund: das Teilchen gibt auch an die Nahzone Energie-Impuls ab.
Findeutige Vervollstandigung der rechten Seite:

0=(23) =322 +2% =252+ % ist Lz
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.9 .
— mi = Z¢? (3152 + ) (Lorentz-Dirac-Gleichung)

Physikalische Herkunft des Terms Z: Im Ruhsystem des Teilchens ist

R R

E=1 [”—émtﬂéfet.ﬁ)ﬁ], 7=
T\Tr

Mittelung tber alle Richtungen:

4
/ dQng = 0, / dQngng = ?ﬂaag

= Am Teilchenort ist

— q2 . 2 ..
=q <E> - Zim Lz 427
r—0 T 3
—6m§’, Bremskraft
Einsetzen in mo':;?. =q <E> =
2 2 5
(mo + dm) F=30°2

—_————
m renormierte Masse
renormierte Masse endlich, falls mg — —oo; Interpretation: dm = Feldenergie der La-
dung = § [(E? + B*)d%z — o0

Kovariant: m3! = %qz',é"i ist inkonsistent, eindeutige Ergénzung der rechten Seite zu
4-Kraft K L 2 liefert mz' = 2¢*(2" 4 2'52?) wie gehabt.

Zusammenfassung: Die Lorentz-Dirac-Kraft hat einen Beitrag aus der Fernzone (irre-
versibel) und einen aus der Nahzone, dieser ist reversibel (wegunabhéngig), weil 2 eine
totale Ableitung: der abgegebene Energie-Impuls kann wieder absorbiert werden, nach-
dem er in der Nahzone gespeichert wurde.

Die Massenrenormierung wird mathematisch wohldefiniert nur, wenn mit » — 0 auch
2

q — 0 so dass & und damit ém endlich bleibt. AuBerdem m — 0, damit - endlich

= mgy — —o0m
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Wenn der ,,Ruck® 7 stiirker als die Bremskraft ist, bewirkt er eine weitere Beschleuni-
gung — run-away-Liosungen (Beschleunigung wichst exponentiell). Die Flucht der Teil-
chen lisst sich durch ein geeignetes duBeres Feld F°™ verhindern, das eine akausale
,Vorbeschleunigung* bewirkt.

Mit duerem Feld lautet die renormierte Bewegungsgleichung

mél:qum’lké’k—f—ng (ZZZ2+ ZZ).
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8 Relativistische Feldtheorien

Bosonen: lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung — Wellenlésungen. Ein-
fachste: skalares Feld ¢(z) erfiillt Feldgleichungen:

O¢ + V'(¢) = J(x) (Higgs, Inflaton)
V'(9) = K6 (+¢°)
(D + /<c2) ¢ =0 Klein-Gordon-GlI.

mc
R = —F

h

m Masse der Feldquanten (strukturloses Punktteilchen, Spin 0)
Vektorfeld A':

oF (63 A; — 8;Ap) + K%A; =0 (Proca-Gleichung)
= Spin 0
Maxwell-Feld = lineares masseloses Vektorfeld, abelsche Eichsymmetrie — Helizitat 1

Nichtabelsche Eichfelder = Systeme von wechselwirkenden Vektorfeldern

Linearisiertes Gravitationsfeld = symmetrisches Tensorfeld 2. Stufe, abelsche Eichsym-
metrie — Helizitat 2

Fermionen: Spinorfelder, Feldgleichungen 1. Ordnung, halbzahliger Spin

8.1 Wirkungsprinzip und Noether-Theorem

vgl. klassisches Punktteilchen:

N t2 m -, . Min. iber alle Geschichten
S[E(t)] = /t dt [?7;2 —V (x)] =
1

o mit f(tl) = ZL_"1 und f(tz) = fg

L(Z,%) Lagrangefunktion

Stationaritdtsbedingung: .5 = 0 = Euler-Lagrange-Gleichung = Bewegungsgleichung
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Verallgemeinerung auf allgemeine Feldtheorie, Felder ¢4 (A ..Kollektion von Tensor-
oder Spinorindizes):

Slpa(x)] = / d*zL (pa,pa;) Wirkungsfunktional
G

L ..Lagrangedichte, ¢ A‘ ac vorgegeben
Feldgleichungen aus Stationaritdtbedingung 05 = S [¢4 + d¢pa] — S[pa] =0

oL oL
68 = | d*z|=16 S(dai
/G | 5gr 004+ 5y 201

:(6¢A),¢

oL 0 oL oL
PR
/G v 0pa  0x' 0day ¢4 oG 004 ¢ado

_ 48 o .
=364 (z) Variationsableitung

0S5 =0, 5¢A’8G =0, d¢ o ansonsten beliebig =

ﬁ =0 Euler-Lagrange-Gln. = Feldgln.
0
z.B.:
1 . .
da=Ai, SulAi)=—— [ daFyF* - /d4$AijZ
167
(SdiM = 0 = Maxwell-Gleichungen

Sy ist poincaréinvariant (A; — LikAk + a;) und eichinvariant (4; — A; + A;), falls
dij' =0

Aus diesen Invarianzen folgen Erhaltungssétze. Das ist ein allgemeiner Sachverhalt:

Slpa) = [ Ld*z &ndere sich unter ¢4 — ¢4 + dpa mit §pa = efa(¢,dp, x), € konstant,
nur um einen Randterm §5 = faG C'do;. Diese Modifikation der Wirkung lisst die
Feldgleichungen invariant, weil das Wirkungsprinzip im Gegensatz zur hier betrachteten
Symmetrietransformation das Verschwinden der Feldvariation am Rand voraussetzt. Die
eben definierte Symmetrie der Wirkung setzt aber nicht voraus, dass die Feldgleichun-
gen erfiillt sind. Unter Verwendung des allgemeinen Ausdrucks fiir 45, den wir bei der
Herleitung der Feldgleichungen erhalten haben, bewirkt eine Symmetrietransformation
daher
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oL .
68 = / — Spadiz Sdado; = C'do;.
d0pa ¢4 oG 004, ¢4 PYe

Setzen wir nun die Feldgleichungen voraus, verschwindet der erste Term und es folgt

Jido; = 0 mit J' =
oG 5¢A i

Wegen der Beliebigkeit von G folgt 9;J° = 0 und, wenn J* raumlich lokalisiert ist, die
Existenz einer Erhaltungsgrofie ("Noetherladung”) [, J'do;.

5¢ -

Das ist die Aussage des (1.) Noether-Theorems: Zu jeder Symmetrie (1-parametrige In-
varianzgruppe der Wirkung erzeugt von einer Feldtransformation f) gibt es einen erhal-
tenen Strom (,,Noetherstrom*), falls die Feldgleichungen erfiillt sind.

= Ks existiert eine Erhaltungsgrofie fz Jido;, falls J raumlich lokalisiert ist.

(Das 2. Noether-Theorem erweitert diesen Sachverhalt auf Invarianzen, die durch eine
freie Funktion charakterisiert sind. Z.B. Invarianz von Sj; unter Eichtransformation
= 0;j' = 0 = Erhaltung der elektrischen Ladung.)

7.B. Translationssymmetrie:

Wir ersetzen in der Lagrangedichte ¢ 4(z) durch ¢pa(x+€) = pa(z)+€'dpa,; , d.h. g4 wird
translatiert, G aber nicht (oder umgekehrt). (Alternativ kann man ¢4 und G gemeinsam
translatieren (aktiv oder passiv). Dann ist C* = 0, aber die folgende Rechnung wird etwas
langer.)

Wenn £ nur iiber ¢4 von = abhéngt (Translationsinvarianz der Wirkung), folgt £ —
L+€Li

=05 = / eiﬁyid{r = Létdo;
G oG
= JF = Epa;— €L =0k
0bak ¢4,
oL

k
= 0," = da;

— 5, C erfitllt ©,% , =0
0p Ak ok

Der Tensor @ik heifit kanonischer Energie-Impuls- Tensor.

z.B. Maxwell:
pa=A L= Ly Fo =
A = Aa, = 167 ab
oL
0,F=As;—— -6
! TO0ALk
1
A2 (F’m - F“k> _skr
167T !
(AalFakJr 5 kp bFab)
RN

#an
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weder symmetrisch noch eichinvariant.

k : sl . Jk _ kj I _ 9ld Jk
Aber ©,% ist symmetrisierbar: 3 Tensorfeld f;,”" = —f;"/, so dass T;” = ©,” + f; k
symmetrisch.

= TZJJ =0, P’ dasselbe.

Beweis:

/fz-ﬂfkdaj =/ 17" do = 0
2 oy ~—~—

2-dim. Flachenelement

falls f,7* lokalisiert.

Forderung der Eichinvarianz von T fithrt auf 7% .
Analog: Lorentzinvarianz der Wirkung = Drehimpulserhaltung.

Betr. infinitesimale Lorentztransformation: ' — z* + w* kxk, Wik = —wgi (€8 = —w? k:v"“)

(weil L = A, LTyL = n = nLly = (L)™' = " = 4" = pAn = —AT oder
nA = —(nAT) = L = "™ mit Q = nA antisymmetrisch, Q = (w;))
Allgemeines Transformationsverhalten von ¢4 unter einer Lorentztransformation:
REL)os(L'e), RE =5 — Luys, B
$a(z) = R (L)¢p(L772), Ry” =047 — qwins"y

mit den Spinmatrizen SI* fiir das Feld ba

i s
= 0a(x) = dalx — Qz) = Jwid"y "o = 6a(x) + 66.(2)
sei Symmetrie der Wirkung.

=05 = —/ Liw'ak diz = — Lw' xFdo;
G = oG
(ﬁwikwk)ﬂfﬁwzkéki
——

0

1

oL
1 _
=J 5

~ Oday

mit der kanonischen Drehimpulsstromdichte

ikl
Wik]

N

<_¢A,iwlkxk . wikSZkAB¢B> + Ewlka:k =

jikl _ xi@kl _ xk@il + Sikzl = likl + Sikl7

I kanonische Bahnddrehimpulsdichte,
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Oday

Der erhaltene kanonische Drehimpulstensor ist die Summe aus dem kanonischen Bahn-
drehimpulstensor und dem kanonischen Spintensor:

s — _; ik By

... kanonische Spinstromdichte.

Jik‘ — / jiklda_l — le: 4 S’Lk
X
Symmetrisierung des EIT erfordert Modifikation des Spintensors:

@ik N @'Lk + fikll fikl — _filk

J% darf sich nicht andern —

:c"f]klvl — xjfikl,l + AsY*  totale Divergenz
L (xifjkl _ :ijz‘kl>

R

Da () =0, gilt weiter die Drehimpulserhaltung
@ki _ @Zk + Sikl,l —0.

Fiir das Mazwell-Feld ist s'7% ebenso wie 0,5 nicht eichinvariant. Die Modifikation von
0,1 zum Maxwell-Tensor bewirkt das Verschwinden der modifizierten Spinstromdichte
(was damit zusammenhéngt, dass Photonen nicht Spin, sondern Helizitdt 1 besitzen).

Falls s% total antisymmetrisch (= s¥%F = —si*7) ist fhi = —1s% die ,minimale*
Symmetrisierung (f(**)7 = 0)

— Agiik — _% (Sjki _ Sikj) — _4iik

In diesem Fall modifiziert also die minimale Symmetrisierung S ebenfalls zu 0, was fiir
ein Materiefeld unphysikalisch erscheint.

Die ART erfordert aber fiir das Dirac-Feld genau das.
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9 Speziell-relativistische Gravitationstheorie

= Linearisierung der ART

0.1 Lineare Feldtheorie der Gravitation

Newton

—

Skalares Gravitationspotenzial V (¢, ¥) erzeugt von Massendichte p(,,)(t, ) :

AV = 47Gp ) (Poisson-Gleichung)

Bewegungsgleichung:

Relativistische Verallgemeinerung
1.Versuch
V' — Skalarfeld V (z)

Bewegungsgleichung: Ansatz i SA VRN Vil =0Vi =V, =0—V = const —
keine Wechselwirkung! Der Ansatz funktioniert nicht, weil V(x) keine reparametrisie-
rungsinvariante Erweiterung der freien Lagrangefunktion ist. V;i® ist zwar reparameti-
sierungsinvariant, liefert aber ebenfalls keine Wechselwirkung, da totale Zeitableitung.
Die einfachste nichttriviale reparametrisierungsinvariante Erweiterung der Wirkung ist
Slz(r)] = —m [ /(14 2V (z))#?dr und liefert in der Tat fir V <« 1 die Newtonsche
Bewegungsgleichung fiir massive Teilchen. Fiir masselose Teilchen ist die entsprechende
Erweiterung S[z(\)] = —(1/2) [(1 + 2V (z))@2d), es ist aber leicht zu verifizieren, dass
diese die freie Bewegung (Weltlinien = lichtartige Geraden) zur Folge hat. Masselose
Teilchen koppeln also nicht an ein skalares Potenzial.

. N.R. .
Feldgleichung: p,) — Skalar T* , "2 ¢ "% p - OV = —4r G T, (= —47 G, falls T <

TOO)
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= elektromagnetisches Feld (T, * = 0) erzeugt kein Gravitationsfeld = kein Wechselwir-
kungsterm in der Wirkung = auch kein Einfluss der Gravitation auf das elektromagne-
tische Feld (ebenso wie auf masselose Teilchen, vgl. oben). Tatsdchlich wird aber Licht
im Gravitationsfeld abgelenkt = Widerspruch zum Experiment!

2. Versuch
Analogie Newtonsche Gravitation — Elektrostatik =

V — BY | 4-Vektorfeld B? analog zur Maxwell-Theorie benétigt 4-Vektorfeld (,,Massen-
stromdichte“) als Quelle.

Aus T kann (algebraisch) kein 4-Vektor gebildet werden. Eine Massenstromdichte ldsst
sich nur definieren, wenn ein lokales Ruhsystem ausgezeichnet ist (z.B. fiir ideales Flu-
id): jfm) = ¢*u', allgemeiner: wenn das System aus Komponenten mit wohldefinierten
Ruhsystemen besteht. Fiir masselose Teilchen ist das sicher nicht der Fall. Selbst wenn
J(m) existiert, ist es i.A. nicht erhalten.
Z.B. ideales Fluid: jgm) = cul = jém),i = 0 gilt nur fir p = 0 (weil dann 0 = T“’“Z =
G i w ki

(j(m)uk)ﬂ- = j(m),iUk + € u”ut)

——

wkF=aF=0

Schliefllich miisste wegen des anziehenden Charakters der Gravitation

) A , 1 A
OB = —4nGjl,y = SgalB] = == Sem[B'

gelten = Feldenergie nicht nach unten beschrankt (weil negativ definit)!
3. Versuch

Symmetrisches Tensorfeld vk, weil T;; (makroskopisch) symmetrisch. Ansatz fir Feld-
gleichungen: Ui, = —kTj, Universalitit der Gravitation = Ty, = /9" =

i k
T#, =0= 1, =0

stationar

Avpgo = kTpo = Poisson-Gleichung, falls Too = € ~ p(), Yoo = 775V
vgl. Maxwell-Gleichungen A" = 47rji, Aiyi =0—

Vermuten: ;, sind verallgemeinerte Eichpotenziale, suchen eichinvariante Feldgrofien
und Feldgleichungen fiir diese.

Beginnen mit symmetrischem Tensorfeld h;i(z) = hgi(z) (# 1i!) und Eichtransforma-
tionen h;p — hip + A, + A, (die natiirliche Verallgemeinerung von A; — A; + A ;).

Eichinvariante Feldgrofien: Kénnen aus 1. Ableitungen nicht gebildet werden (= 3 keine
eichinvarianten Feldstérken!)

Die einfachste ist der Gezeitentensor (linearisierte Riemann-Tensor, Feldstarkengradi-
ent)
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Rijii = 0i(hjig — hjik) — Oj(hikg — hark) (Rotation bez. beider
= —Rjip = _RZ]lk = Rkll] Indizes von h]k')

Feldgleichungen:

i) linear und eichinvariant
ii) 2. Ableitungen von h;
iii) Quellterm o Ty,
= Die linke Seite muss ein symmetrischer Tensor 2. Stufe linear im Gezeitentensor sein

— allgemeinster Ansatz:

G = —kTjy,
Gir = Rir, + AnirR

mit R, = R i = R (linearisierter Ricci-Tensor = die bis auf Vorzeichen eindeutige
nichttriviale Spur von R;j)

R := R', (linearisierter Ricci-Skalar)

Die linke Seite sollte lek = 0 implizieren (vgl. Maxwell) = Gik’k = 0 muss identisch

erfiillt sein. Diese Forderung legt X fest:

o N L L
Rji = hjpy” —hj'y — Iy + 0o s hy=h=

R =2(0h — hy, ™)

ko ’ ; Kl KLy
= Gy = O™ = Dl — by ™+ Ohj 4+ 200h = by ™ ) = 0

= A= —3
Gir = Rip — %mkR heifit der linearisierte Einstein-Tensor (= R, = G — %mkGll =
R=-G}),
die linearisierten Einstein-Gleichungen.
Bestimmen « erst nach Herleitung der

Bewegungsgleichung im Gravitationsfeld
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Gewinnen diese aus Wirkungsprinzip fiir Wechselwirkung Gravitationsfeld-Punktteilchen.

Im Fall einer vorgegebenen Quelle 7% (z) ist

Slhas] = Siraslras] — / 42 hoy T

mit Sgray = i f d*z Q, Q eine quadratische Form in den 1. Ableitungen von hgp, so dass

8Sgav 1 i
)
5h7,k K

Mit dynamischen Materiefeldern & 4 ist
S[haby (I)A] - Sgrav + Sww[haba (I)A] + Smat [(DA]

O Sww

Tik — _
Ohig

Loy = —hi T,

wenn T nicht von hy, abhéngt.

Eichinvarianz von Syw =

AT+ NT, =0 = T%, =0.

Fiir ein Punktteilchen mit Masse m und Weltlinie z(s) ist

T*(@) = m / ds 5260 (x = 2(s))  (U)

= Syw = —/d4a: hip T = —m/ds hi(2(s)) 202",
Die Bewegungsgleichung des Teilchens folgt aus

) 0 6 m
024(s) (Sww + Smat) = 6z2i(s) 2

- §z%(s)

0 / ds (M1 + 2Ry (2)) 252

= Sww + Smat entsteht aus Spa; durch die Substitution

Nik — Nik + 2hix = gix(2(3))

= Die Minkowski-Metrik wird zur ortsabhéngigen effektiven Metrik g;x(x) ,,renormiert®,
diese bestimmt die physikalische Geometrie der Raum-Zeit (Riemannsche Geometrie),
die ein Punktteilchen ,spiirt®
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Miissen allerdings |h;;| < 1 (schwaches Gravitationsfeld) voraussetzen, damit g; regulir
bleibt und die Verwendung von 7, in der Definition von R;; konsistent ist (Vernachléssi-
gung von in hgp, quadratischen Termen). Diese Voraussetzung ist nicht lorentzinvariant,
zeichnet daher eine Klasse von Bezugssystemen aus. Tatsachlich liefert die Ndherung des
schwachen Gravitationsfelds (,lineare Ndherung“) bereits eine nichttriviale Verallgemei-
nerung der Newtonschen Gravitation. Wir begniigen uns daher hier mit dieser Naherung

und verzichten auf die Entwicklung der Riemannschen Geometrie. Diese ist Bestandteil
der ART.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen der Lagrangefunktion L(z, %) = —%gkl(z)ékzl sind
d . 1 k-
s (gir(2(s5))2") = §gkl,i2kzl
—~—
-k . 1 k-l
= Gikl% 2 + giuz = 5%1,12 z
g 1 k.l ij — (. —1\ij
= gz + 5 (Gikg + gk = gri)2" 2 =0 |97 =(g"")
~n —2hY,
h = nimnjnhmn
= 3 417 klékz‘l =0 ,Geodatengleichung*

ijl = %gﬂ(gik,l + girk — 9k1i) heifit Christoffel-Symbol, physikalische Bedeutung: Gra-
vitationsfeldstirken

Bemerkenswert: Die Gravitationsbeschleunigung ist quadratisch in der 4-Geschwindigkeit
und nicht eichinvariant = Eichtransformationen sind auch auf Koordinaten zu erstrecken
(tatsdchlich resultiert die Eichtransformation fiir h,; aus einer infinitesimalen Koordina-
tentransformation)

P %; # 0 ist kein Widerspruch, weil 7 nicht mehr physikalisch (allerdings auch G2 £ 0
— akzeptabel, weil Z nicht eichinvariant)
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Der Newtonsche Grenzfall der Bewegungsgleichung

Falls h;; nicht von ¢ abhéngt und |v] < 1 (= 20 ~ 1):
2;0{ + Faoo - 0

1
0 = 5"7@0‘(—900,01) = hoo,a

d*z

=
dt?

- V
=—Vhyo = hoo=—3
c
In unserem Sonnensystem sind die Voraussetzungen der Newtonschen N&herung sehr
gut erfullt: hgg = 012 hat den Maximalwert auf der Sonnenoberfliche. Dort ist

V.  GMs Mg i
= ="9%~2.10 1
62 JR@C2 R@ <

Mo ~1,5km Rg ~ 700000 km

(Die Linge 2M = 28M heift Schwarzschildradius der Masse M.)

c2

Der Newtonsche Grenzfall der Feldgleichungen

)l N/ Jkl
Gk = Ohji = by — by + hjie —nk(0h — by ™)
~—
=5 (hjkth i)

vereinfacht sich mit der harmonischen Eichbedingung

1
h; b Qh’i =0 (lokal immer erfiillbar)
zu
1
G = Dby — 5njxh)
Feldgl.
(= Rir = Git — 316G = Ohge - = —k(Ti — 31 T,"))

Sei Y = hi — %mkh. sOpurumkehr (vgl. R;, — Gyx) ist Involution: h;, = i —
1
Snath = % = —h

(= V=9 9ik = ik + 2v¥ir)
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= Feldgleichung [);, = —kT;; falls ¢ik’k = 0 (harmonische Eichbedingung)
vgl. unseren urspriinglichen Ansatz!™

Fiir nichtrelativistischen Staub ist Tpo = P(m)s Tix = 0 sonst

S Aghgg = KP(m), Wi = 0 sonst

1 " K !
= hoy = §¢00 erfillt A hgy = §p(m) = 47TG,0(m)
=V/c?

811G
= K= i da Toozezp(m)c2

auBerdem ist hao = 431000 = +V /c?

Diese Losung gilt ohne Einschrdnkung an die Geschwindigkeit von Testteilchen, ent-
hélt daher mehr Information als die Newtonsche Theorie. Sie wird daher das statische
Gravitationsfeld in 1. post-Newtonscher Ndiherung genannt. Die entsprechende Raum-
Zeit-Metrik ist

ds® = (1+ 2V (Z))dt* — (1 — 2V (¥))di>
Inkonsistenz der linearen Naherung: h;, hat einen nichtlinearen Energie-Impuls-Tensor
quadratisch in 0h = h;; koppelt an sich selbst und erfiillt Feldgleichungen mit quadrati-
schen Termen = diese Modifikation impliziert einen kubischen Term usw. — konsistente

Erweiterung fithrt auf nichtpolynomiale Feldtheorie, die aber in Termen der Riemann-
schen Geometrie natiirlich ist: die allgemeine Relativitdtstheorie mit den Feldvariablen

Gik = Nik + 2h;,

0.2 Post-Newtonsche Effekte der Gravitation

— experimentelle Tests der ART

9.2.1 Rotverschiebung im stationaren Gravitationsfeld
hix = hix (%)

physikalisches Linienelement

ds? = goodt® + 2goadtdz® + gagdr®dz’

*zpik hat die einfachere Dynamik, h;; die einfachere Kinematik.

92



= fiir stationéren Beobachter in Z ist ds = \/goo(Z)dt

Betrachten zwei stationdre Beobachter in 1 und Zs und zwei Lichtsignale, die der erste
zum zweiten mit zeitlichem Abstand At; sendet:

Abbildung 9.1: Skizze zur Rotverschiebung
Geodétengleichung enthélt keine zeitabhéngigen Koeffizienten und nur die Ableitung von
20 = mit 2?()\) ist auch (z0(\) + At, F()\)) Losung
Gilt auch fiir lichtartige Losungen (,,Nullgeodéten®)

A =
= Atl = AtQ = 51 = goo(xl)

Asy goo(Z2)

goo = 1+ 2V (&) = tiefer im Gravitationspotential vergeht die Zeit langsamer = der
Effekt ist nicht reziprok.

Fiir Lichtfrequenzen folgt

vy _ Asi_ fgoo(d) 14 V(F) AV
v Asg goo(Z2) 14+ V(&2) 2’

AV By
= Ban=hr = ABg=-——5"AV = —ABy
C C

= Av -1

— Energieerhaltung fiir ein Photon im Gravitationsfeld.

Verifiziert in Astrophysik (Weifle Zwerge), auf der Erde fiir Laserlicht (Az ~ 10m),
auflerdem fiir Materiewellen (Neutronen, Atome: Az ~ lcm).
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9.2.2 Lichtlaufzeitverzégerung (Shapiro-Effekt)

Statisches Gravitationsfeld in erster post-Newtonscher Naherung beschrieben durch das
Linienelement

ds® = (1 +2V)dt? — (1 — 2V)di>

Entlang lichtartiger Weltlinien, insbesondere Nullgeodéten, ist ds = 0 = physikalische
Lichtgeschwindigkeit

di 1+2V
7) =2 ~1+2V(F) < 1
o) = oy S1TVE) <

= im Vergleich zum (fiktiven) Minkowskiraum ist Licht langsamer, auflerdem sind die
Lichtstrahlen gekriimmt (keine Koordinatengeraden) = Laufzeit grofier als naiv zu er-
warten.

Messbar mit Radarecho von Planeten, genauer mit Radiotranspondern auf Raumsonden
(Cassini) und Planetenoberflichen (Viking, Mars) sowie Lunar Laser Ranging.

9.2.3 Lichtablenkung

Feld im Auflenraum einer sphérisch-symmetrischen statischen Quelle mit Masse M be-
schrieben durch

d32:<12M> dt2<1+2M>df2 <M:GM)
T r

e H ek

Wirkungsprinzip fir Geodéaten:

5/Kd7'=0

K = ggi'dh = e 1% — et (7”2 + 7292 4 7% sin’ 193272)
d

"= —, )\ affiner Parameter

X’
Entlang Nullgeodaten ist K = 0.
Weitere Erhaltungsgrofien bez. zyklischer Koordinaten:
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K .
Ku.a.v. t:>aat:2e“t52E

0K
Kuav.p = 95 = 2eH7? sin? ¥ = 21
14

O.B.d.A. Anfangsbedingungen ¥ = 7, ¥ =0= 9 =0 (Euler-Lagrange)
= Teilchenbahn in Ebene ¥ = %

Bewegungsgleichungen fiir r(\) nicht benotigt, weil K = 0 dieselbe Information enthélt
= Nullgeodéten beschrieben durch 3 gewthnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung;:

e_’ui = E7 BMTQ()b = la e—p,t'Z - 6”7"2 — 6“7“2gb2 =0

Form der Bahnkurve (vgl. klassisches Keplerproblem):

dr 7

dp ¢

12 12
=M <e”E2 — e“2> , PP = 672”—4
r r

dr\? rler 9 2
- (i) = (o2 -s)

1 dr _ _ ,.2du
= = ngo

Sei v = 15

du\? E? E
= (u) = e —u? —(1+4Mu)l—2—u2

dp 12
) u—2./\/l%2
= p= / = arcsin 5
2 E
\/ + MU —u Eyfame s +1
—_———

ist der Impaktparameter fiir Photonen (weil % =, 7“2%“5 = |Z X U] = vood = d),

=d
> R fiir opaken Streuer mit Radius R.

V<<1:>R>>2M:>\ﬁ:u1
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2 l2

E
éu:jsincp—i—QMl—Q: (14 asinyp), 0= 552

— =da
To

To d
=>r=—", =—>1 —H bel
" 14+ asing “T oM > yperbe
. o 1
a>1=1r— 00 fiir p = Yoo Mit sinp, = ——
a
T ) d
= — T = Tmi; = =
@ 9 min l+a %_'_1

Abbildung 9.2: Skizze zur Lichtablenkung

Ablenkwinkel

2 AM AM
0="2ppR—=—-~r~ = 20Newton
a d Tmin

*

Fir einen den Sonnenrand streifenden Lichtstrahl ist

_ AMg
©

=1.75"

o)

1. Messung 1919 (Sonnenfinsternisexpedition von Eddington)

HIPPARCOS (Satellit ~1985): nachweisbar fir Sterne bis 90° Winkelabstand von der
Sonne

GAIA: ab 2014

Genaueste Messung im Radiobereich mit VLBI: Der Quasar 3C273 wird regelméfig von
der Sonne verdeckt, die Brechung durch die Sonnenkorona ist zu bertiicksichtigen.

Konsequenz der Lichtablenkung: Gravitationslinseneffekt

Vernachléssigen die Ausdehnung der ablenkenden Masse und verwenden die Kleinwin-
kelndherung: § < 1 = Lichtweg kann durch zwei gerade Strecken gendhert werden:

“Der Newtonsche Wert ergibt sich, wenn im Linienelement nur goo # 1 beriicksichtigt wird
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Abbildung 9.3: Kleinwinkelndherung

S'...Lichtquelle
L...ablenkende Masse (,Linse“)
O ...Beobachter

r =1 dog = Pdos +ddrs
—~

~=dos
4
0= M , Tmin = dorV
Tmin
4 V2
=p=0— AMdrs =9—- £ ,Linsengleichung (einfachste Version)
dordos? 9
d
Vg = AM—ES ,Einstein-Radius*
dordos

Bei gegebener Quellposition 8 hat die Linsengleichung die Lésungen

_B L P e

=49y > (8,9r), —V9p<9d_<0
= Die beiden Bildpunkte liegen diametral entgegengesetzt auf verschiedenen Seiten der
Linse.
Falls 8 = 0, ist ¥4 = £9p = punktformige Quelle erscheint als , Einstein-Ring*.

,Odd-number-Theorem*: Eine ausgedehnte transparente Gravitationslinse erzeugt i.A.
eine ungerade Zahl von Bildern”.

Z.B. 2 Galaxien L, S mit dpor, = 1000 Mpc, dps = 3000 Mpc:

“wobei die Anzahl der orientierungserhaltenden Bilder um 1 grofler ist als die der spiegelverkehrten
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Anwendungen in der Kosmologie: absolute Entfernungsbestimmung aus Laufzeitdifferenz
zwischen 2 Bildern.

Die von einer Gravitationslinse erzeugten Bilder sind verzerrt (weil ¢ nichtlinear von
abhingt) (auBerdem ist ihre Helligkeit erhoht, was zum Phénomen des "Microlensing”
von Sternen in unserer Galaxis fiihrt).

Gilt generell fir alle weit entfernten Quellen: ,,cosmic shear* gestattet statistische Aus-
sagen iiber den Vordergrund.

Fiir einzelne Sichtlinien ermdoglicht Tomographie des Vordergrunds dreidimensionale Be-
stimmung der Massenverteilung und damit der Verteilung der dunklen Materie.

Weiterer klassischer Test der ART: Perihelverschiebung des Merkur (allgemeiner: Peri-
astronverschiebung) wird durch lineare Ndherung nicht vollsténdig beschrieben, weil auch
ein Korrekturterm 2%2 in goo beitragt, der aus der Nichtlinearitit der vollen Einstein-
Gleichungen resultiert.

9.3 Gravimagnetismus (,, gravitomagnetism*)

Betrachten Quelle mit vernachlédssigbarem Druck:

(Tie) = (_65 ‘OST)

S ..Energiestromdichte = Impulsdichte, weil T;, = Tj;
Feldgleichungen fiir v;; mit wik’k =0

Utpoi = —KT0i = —KS;
(8:) = (e,=5)
(kovariant: S = T ikuk ist die 4-Energiestromdichte gemessen vom Beobachter mit 4-
Geschwindigkeit )
Vgl. Maxwell-Gleichungen in Lorenz-Eichung;:

0A4; = 4nj;

Ji = (pa _])
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= formale Korrespondenz A; <> —%wgi =A;, ji & GS;
= hoa = Y0a > =244, hoo = 300 < — Ao

— ,, gravimagnetische* Wechselwirkung von Energiestomen analog zum klassischen Ma-
gnetismus? Folgt tatséchlich aus den Bewegungsgleichungen im Feld mit 1,5 = 0 (Quelle
druckfrei):

Behalten nur Terme linear in ¥ (¢ =~ (1,7)) =

Stato)l = =5 [ ds (mai'a" + v + 44ai®)

vgl. Lorentzkraft:
Sz, s] = —% /dsa’c2 - q/A,-a'cids (0)

q 1 q
= —Ao = %00 = —Ao, — Ao = 2900 = —4Aa
m 2 m
é:}?:—g—zlz?xgmitf:—ﬁflo,gzﬁxff
= Mit der obigen Korrespondenz erhalten wir die Lorentzkraft mit ¢ = —m (Gravitati-

onsanziehung) und 4-fach erhohter magnetischer Kraft ( Gravimagnetismus).

Gravimagnetismus liefert abstolenden Beitrag zur Kraft, die zwei parallele Massenstro-
me aufeinander ausiiben (er wird aber von der Newtonschen Anziehung dominiert).

Testbare gravimagnetische Effekte

1. Beeinflussung von Satellitenbahnen um rotierende Zentralkérper: Thirring-Lense-
Effekt (1918, Wien)

a) Prézession der Bahnebene = Wanderung des aufsteigenden Knotens in Rota-
tionsrichtung. Verifiziert mit den beiden LAGEOS-Satelliten (~6000km hoch,
Laser-Vermessung der Bahn 1993-2003): Vorhersage (= 0.03”/Jahr) mit 10%
Genauigkeit bestéitigt. Genaueres Experiment ist im Gange: LARES.

b) Priizession der Periapsis = Anderung des Arguments der Periapsis (= Peri-
gaum fiir Erdsatelliten): 0.05”/Jahr fir LAGEOS

Die Effekte a) und b) werden von den gleichartigen, aber viel grofieren Effekten
iiberdeckt, die die Abweichung des Geoids von der Kugelgestalt (insbesondere das
Massenquadrupolmoment J3) schon geméfl der Newtonschen Theorie erzeugt.
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2. Spin-Spin- Wechselwirkung = exaktes Analogon der Prézession eines rotierenden
magnetischen Dipols (Elementarteilchen mit magnetischem Moment) im &duferen
Magnetfeld, verursacht durch das Drehmoment

— =jixB
at "
§...Eigendrehimpuls des Dipols,
1 o
= 5 / d3xz # x j(Z) magnetisches Dipolmoment

Gravimagnetische Entsprechung: i — m, B — —4B mit dem |, gravimagnetischen
Moment“

1 - 1
m—2/d3x:§x8(f)—2§’,

weil § = 7 (da im stationdren Fall div.§ = 0, kommt es auf die Wahl des Koordi-
natenursprungs nicht an).

(= gravimagnetischer Dipol = symmetrischer Kreisel)

Prézessionsgleichung:

ﬁz—mx4§:2[§x§
dt

= gravimagnetische Prézessionsfrequenz 2, = 25

In einem frei fallenden Bezugssystem hat ein Kreisel konstantes s = ein solches
System rotiert i.A. relativ zum Koordinatensystem der linearen Gravitationstheo-
rie, O, erzeugt durch ,ferne rotierende Massen®: Mitzieheffekt (,frame dragging”),
ist im Einklang mit dem Machschen Prinzip (Tragheit = Konsequenz der Existenz
ferner Massen). Allerdings wird Q,, dominiert von der geoddtischen Prdzession,
die auch im statischen Feld vorhanden ist, siche unten.

Erde: Eigendrehimpuls J = gravimagnetisches Moment M = %J_Z vgl. B= %

(R=2), i—GM =

Zu klein, um unter Laborbedingungen zu messen.

Verifiziert durch Satellitenexperiment Gravity Probe B 2004/05 (vorgeschlagen von
Schiff 1959): polare Umlaufbahn in 640km Hoéhe = €, = 0.04”/Jahr. Allerdings
betrug die Messgenauigkeit wegen elektrostatischer Storeffekte nur ~10% statt der
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erhofften 1% (die ,Kreisel* waren elektrostatisch aufgehédngte supraleitende Ku-
geln). Die Prézession wurde relativ zur Position eines Fixsterns bestimmt. Dasselbe
Experiment maf} auch die

Geodatische Prazession

Im Ruhsystem eines frei fallenden Kreisels ist B = — x &, falls U] < 1.
= > dv dv
Q = 2 = —2_’ _— = 2_’ —_—
= Sl B v X ( dt) v X i

Dazu kommt die Thomas-Prazession, die auch im Fall von & = 0 vorhanden ist:

- 1 dv

- - . 3, dv 3, =
Qgeod = Qe + Oy = FUX o = =50 x vV

Gravity Probe B: Qgeoq ~ 6.6”/Jahr

Auf einer polaren Umlaufbahn ist O L Qgeod, sodass geodatische und gravimagnetische
Spin-Prézession separiert werden konnten. Die geodétische Prézession des Erde-Mond-
Systems im Gravitationsfeld der Sonne wird seit 1987 mit dem Lunar Laser-Ranging
gemessen (relativ zu weit entfernten Quasaren, deren Positionen radioastronomisch mit
VLBI (very long baseline interferometry) genau bestimmt werden kénnen). (Da Mond-
bahn und Ekliptik nahe beieinander liegen, duflert sich die Préazession vorwiegend in
einer Wanderung des Perigiaums.)

9.4 Allgemeine Losung der linearisierten Einstein-Gleichungen

a) im Vakuum: Ohy =0

= Gravitationswellen = mit Lichtgeschwindigkeit propagierende Stérungen der Minkowski-
Geometrie, kommen von fernen Quellen (Strahlern) als ebene Wellen auf der Erde an,
nachweisbar iiber (sehr kleine, quasiperiodische) Abstandsénderungen: % <1020

Aussichtsreichste Gravitationswellenantennen: Laser-Interferometer, bisher negativ.
b) Lokalisierte Quellen

Allgemeine Losung mit retardierter Greenfunktion fiir [J

1

Gmt(t,f) = m

o(t —|)
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0G™ (z) = 6P (z) =

(t— 17— &),7) — bnuT} (¢ — 7 — 7], @)

|f—f’| + h(z?licn(tal_:)

T;
M@@:—w/ffk

Isoliertes System (konzentriert um r = |Z| = 0), falls r > Ausdehnung des Systems,
ohne einlaufendes Feld:

2G 1\
hoo(t, ) = - /d?’w/ (Too - §Tz l)

,2Normale“ Materie: p < € = Tll ~ Ty =

GM;
V:hO():_ Tln’ Min:poz/d3xT00

= aktive schwere Masse = trdge Masse.

Allgemeiner gilt: Jede stationdre isolierte Energie-Impuls-Verteilung erzeugt das asym-
ptotische Feld
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