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KAPITEL 1. VORBEMERKUNG

Kapitel 1

Vorbemerkung

Dieser Vorlesungsbehelf soll ein Geriist wichtiger Tatsachen liefern, die hoffent-
lich das Erlernen des Stoffs erleichtern. Mit Beweisen wird sehr unterschiedlich
verfahren. Diese konnen génzlich fehlen, z.B. weil sie als aus der Vorlesung ”Li-
neare Algebra” bekannt vorausgesetzt werden, in der Vorlesung nachgeliefert
oder eben weggelassen werden. (Umgekehrt wird aber fallweise in der Vorlesung
auf das Skriptum verwiesen werden.) Weiters gibt es Beweisskizzen, die einem
vollstéandigen Beweis nahekommen und von den ehrgeizigeren unter ihnen viel-
leicht vervollstéindigt werden konnen. Vollstéandige Beweise gibt es hier auch, aber
nur fallweise. Das ist einer von vielen Griinden, warum das Skriptum den Besuch
der Vorlesung keinesfalls ersetzen kann.

Zum Programm der Vorlesung will ich folgendes sagen: Die Rolle der Mathematik
in der Physik ist vielschichtig. Sie ist eine Methode zum Lo&sen von Problemen,
aber dariiber hinaus die Sprache, in der die Naturgesetze und die darin vorkom-
menden Konzepte formuliert sind. Daher ist es hilfreich, wenn Physiker, auch die
experimentell arbeitenden, ein Verstdndnis der Mathematik entwickeln, das ein
wenig iiber deren Aufgaben als Rechenmethode hinausgeht.

Eine Schwierigkeit beim Lernen ist, dass in den physikalischen Theorien praktisch
immer mehrere Theorien der Mathematik gleichzeitig zum Einsatz kommen und
im Zuge eines Physikstudiums nicht die Zeit ist, all diese Theorien vorweg zu
lernen. Anders als in der reinen Mathematik ist man also zuweilen auf ”learning
by doing” angewiesen. Das setzt aber voraus, dass es eine gewisse eiserne Reserve
an mathematischen Konzepten und Techniken gibt, die man wirklich versteht,
sodass man den Rest in gutem Glauben hinnehmen und anwenden kann, ohne
den Halt zu verlieren. Daraus ergibt sich die Maxime: ”Im Zweifel weniger, und
das ordentlich”.

Der erste Abschnitt {iber lineare Algebra ist z.T. Wiederholung von Bekanntem,
z.T. eine Einfiihrung in orthogonale und unitére Vektorrdume, die in vielen Ge-
bieten der Physik von grosser Bedeutung sind (z.B. unitdre Vektorraume in der
Quantenmechanik). Der zweite Abschnitt handelt von Systemen gewohnlicher
Differentialgleichungen (kurz: ”ODE’s” fiir ”Ordinary Differential Equations”).
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Die traditionell beliebten speziellen Losungsansétze fiir spezielle Gleichungstypen
werden geopfert, im Zeitalter von Computeralgebrasystemen wie Mathematica
oder Maple ohne schlechtes Gewissen. Betont wird, wegen seiner iiberragenden
Rolle in der Physik und weit iiber sie hinaus, der Gesichtspunkt der gewohnlichen
Differentialgleichung (bzw. eines Systems von solchen) als dynamisches System.
Die Funktionentheorie muss aus Zeitgriinden im Eiltempo absolviert werden. Hier
folgen wir im wesentlichen dem Buch von H.Cartan, ”Elementare Theorie der
analytischen Funktionen einer oder mehrerer komplexen Veranderlichen” (B.I-
Hochschultaschenbiicher 1966).
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KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Vektorriaume

2.1.1 Vektoren und ihre Komponenten

Hier sind ein paar Grundelemente der linearen Algebra zusammengestellt. Die
Vektorraum-Axiome werden hier nicht wiederholt (Vorschlag: schlagen Sie in Th-
rer Mitschrift aus linearer Algebra nach). Skalare sind fiir uns reelle oder komplexe
Zahlen. Wichtigstes Konzept ist das der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren.
Zwei Vektoren in einem Vektorraum V heissen linear unabhéngig, wenn keiner
proportional (ein skalares Vielfaches) des anderen ist. Insbesondere ist keiner der
Vektoren der Nullvektor. Eine Kollektion e; (i = 1,2,..k) von k Vektoren heisst
linear unabhéngig (l.u.), wenn die Vektorgleichung fiir die Skalare «;

k
> ae; =0, (2.1)
=1

wobei die rechte Seite der Nullvektor in V ist, einzig die triviale Losung oy =
0=ay = ... = a4 hat. Diese Bedingung ist dquivalent damit, dass keiner der
Vektoren e; sich als Linearkombination der anderen schreiben lasst. Sie ist wei-
ters dquivalent damit, dass fiir jeden Vektor, der eine Linearkombination der e;
ist (man sagt auch: "fiir jeden Vektor in der linearen Hiille von {e;}...”), die-
se Linearkombination eindeutig ist. Wenn eine Kollektion von Vektoren l.u. ist,
dann auch jede Teilkollektion davon. Angenommen, wir haben eine Kollektion
von k Vektoren, die l.u. sind. Dann kann man versuchen, einen weiteren Vektor
hinzuzufiigen, sodass die entstehende Menge noch immer l.u. ist. Wenn dieser
Prozess bei einer Zahl n von Vektoren aufhort, heisst diese Kollektion eine Basis
von V. Jedes Element von V ldsst sich dann eindeutig als Linearkombination von
Elementen dieser Basis darstellen. Man kann weiters zeigen, dass alle Basen, d.h.
alle Kollektionen von Vektoren, die l.u. sind und deren lineare Hiille ganz V ist,
aus n Elementen besteht. Es macht also Sinn, von n als ”der Dimension von V”
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2.1. VEKTORRAUME KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

zu sprechen.

Wenn x ein beliebiger Vektor ist und e; eine Basis bilden, gibt es eindeutige
Zahlen x;, sodass x = 2?21 x;e; ist. Die Zahlen x; heissen die Komponenten des
Vektors x beziiglich der Basis e;. In diesem Sinn ist jeder n-dimensionale Vektor-
raum V im reellen Fall 4quivalent dem R"”, im komplexen Fall mit C".
Zwischenfrage: Was sind die Komponenten eines Basisvektors, z.B. e;, beziiglich
der Basis {e;,7 = 1,...n}? Antwort: §;;, wobei d;; - das Kronecker-Delta - gege-
ben ist durch: d;; = 1, wenn ¢ = j ist, andernfalls ist d;; gleich Null.

Es ist manchmal wichtig, zwischen dem Vektor v als Element von V und seiner
Komponentendarstellung in einer konkreten Basis zu unterscheiden. Angenom-
men €’; bilden eine andere Basis. Dann gibt es Zahlen ¢;;, sodass e; = Z?Zl tj€;.
Die Komponenten z; des Vektors x beziiglich der Basis €'; sind daher

j=1

Bemerkung: Man kann auch €’; durch die e; - und daher z; durch z; - ausdriicken,
und zwar ist

j=1

wobei s;; = (t71);; die zu t;; inverse Matrix ist, also
n
Z Sij tik = Ok, - (2.4)
j=1

Bemerkung: man vergegenwirtige sich bei den Formeln (2.1 - 2.4) die Bedeu-
tung des Summenzeichens, insbesondere ”freie Indizes vs. Summationsindizes”.
Zur Sicherheit sollte man diese Relationen in den Fillen n = 1,2, 3 explizit, d.h.
termweise aufschreiben.

2.1.2 Teilrdume, direkte Summe

Eine Teilmenge T des Vektorraums V heisst Teilraum von V, wenn er abgeschlos-
sen beziiglich der Vektorraumoperationen - d.h. Addition und skalare Multiplika-
tion - in V ist. Wenn es zwei Teilrdume S und T von V gibt, sodass jeder Vektor
x € V sich als Summe eines Vektors u € S und eines Vektors v € T schreiben
lasst und diese Zerlegung eindeutig ist, heisst V die direkte Summe von S und
T, und wir schreiben V = S @ T. Dies ist fiir zwei Teilrdume genau dann der
Fall, wenn die Summe ihrer Dimensionen = n ist und sie nur den Vektor 0 € V
gemeinsam haben.
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2.1.3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Eine n x m - Matrix A ist eine Anordnung der Art (A);; = a;;, wobei a;; reelle
oder komplexe Zahlen sind und 7 =1,...n und 5 = 1...m ist. Man kann sich A
als rechteckiges Zahlenschema mit n Zeilen und m Spalten vorstellen. In diesem ist
z.B. a3y die Zahl in der 3. Zeile der 2. Spalte. Solche Matrizen treten in erster Linie
als Darstellungen linearer Abbildungen von einem m-dimensionalen Vektorraum
in einen n-dimensionalen Vektorraum auf, wenn in beiden Vektorrdumen eine
Basis gewéhlt worden ist. Wir betrachten sie in diesem Abschnitt als Objekte
"per se”. Hier ein paar Definitionen. Sei A eine n x m - Matrix:

1. transponierte Matrix AT: eine m x n - Matrix AT der Form (AT); = a;;

2. komplex konjugierte Matrix A: klar

3. adjungierte Matrix AT: eine m x n - Matrix der Form (A');; = a;;

4. Addition und skalare Multiplikation: Matrizen desselben Typs kann man
gliedweise addieren und mit Skalaren mulitplizieren.

5. Multiplikation: eine n x m - Matrix A und eine m x p - Matrix B kann
man multiplizieren. Das Ergebnis ist eine n x p - Matrix C der Form ¢;; =

m
> k1 Qikbrj-

Ein lineares Gleichungssystem bestehend aus n Gleichungen fiir m Unbekannte
hat die Gestalt

Z a;; T = Y. (2.5)

j=1
Mithin ist z; € R™(C™) und y; € R*(C"). Wir bezeichnen mit im(A) die Menge
aller y; € R*(C"), fiir die Glg. (2.5) (eine oder mehrere) Losungen hat. Wir
bezeichnen mit ker(A) die Menge aller z; € R™(C™), sodass Glg. (2.5) fir y; =0
erfiillt ist. Analog ist ker(AT) die Menge aller y; € R"(C"), sodass >, y; a;; = 0
ist. Diese drei Rdume sind lineare Teilrdume der jeweiligen Vektorrdume, denen
sie angehoren. Die Dimension von ¢m(A) heisst Rang p(A) des Gleichungssystems
bzw. der Matrix A. Dieser ist auch dasselbe wie die Dimension der linearen
Hiille der Spaltenvektoren {a;1, ao, ...am }. Sei T ein Teilvektorraum von R*(CF).
Dann definieren wir den Annihilator T+ C R*(CF) von T als die Menge aller
zi, ©=1,,,k, sodass Zle zix; = 0 fiir alle z; € T. Man kann zeigen, dass T+
ein Teilvektorraum der Dimension k — [ ist, wenn [ < k die Dimension von T ist.
Fundamental sind nunmehr die folgenden Aussagen:

e G1 ("Fredholm’sche Alternative”): im(A) = (ker(AT))*

Bemerkung: Die Aussage im(A) C (ker(AT))* wire offensichtlich gewe-
sen. Warum?
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e G2 ("Spaltenrang = Zeilenrang”): p(A) = p(AT)

Wenn man G1 auf AT anwendet und G2 benutzt sowie (A7) = A, folgt
weiters

o G3: dim(ker(A)) + p(A) =m

Die Zahl dim(ker(A)) gibt ein Mass fiir die Nicht-Eindeutigkeit der Losungen
von (2.5). Daraus ergibt sich folgender - hier etwas provokant formulierter
- Sachverhalt:

e G4: Sei in Glg.(2.5) m = n. Dann ist (2.5) genau dann l6sbar fiir alle y; €
R™(C™), wenn die Losung eindeutig ist. In diesem Fall existiert die inverse
Matrix A~', die die Relationen Y7 (a™)ija = i = Y5 aii(a™")j
erfiillt. Solche Matrizen heissen regulér oder nicht-singulaér.

2.1.4 Lineare Operatoren

Sei also nun A eine lineare Abbildung von V nach V (Dimension von V sei n),
also
A(alxl + Oéng) = OzlAX1 + O./QAXQ (26)

fiir beliebige Vektoren x1,xs € V und Skalare aq, ap. Dann folgt fiir y = Ax =
> vie;, dass

Yi = Zaij%‘ ) (2.7)
=1

wobel a;; gegeben ist durch Ae; = )" | a;; €;. Die lineare Abbildung A ist also
beziiglich der Basis e; gegeben durch die quadratische (n x n)-Matrix a;; reeller
oder komplexer Zahlen.

Zwischenbemerkung 1: Man beachte den begrifflichen Unterschied zwischen der
"passiven” Transformation (2.2) und der ”aktiven Transformation” (2.6). Insbe-
sondere ist eine passive Transformation immer umkehrbar.

Zwischenbemerkung 2: Oft ist es im reellen Fall (a;; reell) niitzlich, im nachhinein
komplexe Werte fiir die Skalare - und daher Koordinaten von Vektoren - zuzu-
lassen. Der Grund ist (siehe spéter), dass Operatoren im komplexen Vektorraum
immer Eigenwerte haben (die dann i.a. komplex sind), nicht aber solche im reel-
len Vektorraum.

Wichtiges Beispiel eines Operators ist die Dilatation Dx = dx. Wenn d = 0
ist, ist das die Null-Abbildung, wenn d = 1 ist, die identische Abbildung E. Die
Matrixdarstellung der obigen Dilatation ist d;; = dd;;, wobei d;; das Kronecker-
Delta ist. Ist B eine weitere lineare Abbildung mit Matrixdarstellung b;; beziiglich
der Basis e;, dann ist die zusammengesetzte Abbildung C = BA ebenfalls eine
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lineare Abbildung, und es gilt

Cij = szk Agj - (28)
k=1

Wenn erste Indizes als Zeilenindizes, zweite Indizes als Spaltenindizes aufgefasst
werden, entspricht (2.8) gerade der {iblichen Matrixmultiplikation.

Beachte: der Operator [A,B] = AB — BA ist im allgemeinen nicht die Null-
Abbildung, dementsprechend ist das Matrix-Produkt (2.8) nicht-kommutativ,
d.h. im allgemeinen ist

n

[a, i =Y (ai bj — bix a;) # 0 (2.9)

k=1

Beachte: die Reihenfolge der Faktoren a, b auf der r.S. von (2.9) spielt keine Rolle,
d.h. zum Beispiel ist klarerweise a; br; = bi; a;p, wohl aber die Verteilung der
Indizes auf a,b ! Sehr wohl kommutieren lineare Abbildungen fiir n = 1 und
solche, fiir die es eine Basis gibt, in der ihre jeweiligen Matrixdarstellungen beide
diagonal sind.

Unter Basisédnderung (siehe Absatz vor (2.2)) verhélt sich die Matrixdarstellung
a;; eines Operators A wie folgt:

a;j = Z Z tikakl(til)lj . (210)

k=1 =1

Gleichung (2.10) kann man auch in Matrix-Notation schreiben:
A’ =TAT . (2.11)

Hier ist allerdings zu beachten, dass die Matrizen A und A’ als verschiedene Dar-
stellungen ein und desselben Objekts aufgefasst werden.

Bemerkung: Die Matrixkomponenten einer Dilatation sind in jeder Basis diesel-
ben.

Invariante Teilrdume

Ein Teilraum T C V heisst invariant unter dem Operator A, wenn AT C T. Sei
SET =V, und beide Teilrdume invariant unter A. Seien B = Ag und C = At die
Einschrankungen von A auf die jeweiligen Teilrdume. Dann hat, beziiglich einer
Basis von V, die nur aus Elementen besteht, die einem der beiden Teilrdume
angehoren, die Gleichungsmatrix von A die Blockgestalt

—(32)
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2.1. VEKTORRAUME KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

Die Spur

Die Spur eines Operators A ist definiert als die Summe der Diagonalelemente der
Matrix a;;. Dass die Bezeichnung ”Spur der linearen Abbildung” gerechtfertigt
ist, liegt an folgendem Umstand: die Spur tr(A) = "7 | a;; dndert sich nicht unter
Basistransformationen (2.10) (anders ausgedriickt: "tr(A) ist eine Invariante der

linearen Abbildung A”), denn:

n

Za;i = Zzztikakl(t_l)li = Zzaklélk = Zakk (2.12)
i=1

i=1 k=1 I=1 k=1 I=1 k=1

wobei wir im ersten Gleichheitszeichen (2.10), im zweiten (2.4) und im letzten
die Definition des Kronecker-Deltas verwendet haben.

Bemerkung 1: Fiir die Spur der Einheitsabbildung gilt: tr(E) = n.

Bemerkung 2: Es gilt tr(AB) = tr(BA).

Weiters: wenn C = AB, also ¢;; = ZZ=1 ;i by, dann gilt auch

;=Y al b (2.13)
k=1

Wir konnen also weitere Invarianten von A gewinnen, wenn wir A2 A3, etc.
bilden und dann die Spur nehmen. Wir erwéhnen nebenbei, dass es einen Zusam-
menhang gibt zwischen den so gebildeten Invarianten und einer anderen Invari-
anten von A, namlich der Determinante det(A).

Determinante

Wir erinnern an eine mogliche Definition der Determinante. Sei €;,4, ;, das total
antisymmetrische Symbol in n Dimensionen. D.h. €;,;,. ;. &ndert das Vorzeichen,
wenn zwei beliebige Indizes vertauscht werden und €5, = 1. Dann ist

det(A) = Z Z Z A1 Qjg2 oo Qi €iqig.. ip, (214)
i1=142=1 in=1

Daraus kann man viele Eigenschaften der Determinante herleiten. Wir erwahnen
nur einige wenige:

e D1: det(E) =1, det(—E)=(-1)"
e D2: det(AB) = det(A)det(B)

e D3: det(AT) = det(A), wobei AT die zur transponierten Matrix gehérige
lineare Abbildung ist.
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e D4: Der Operator A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) nicht gleich
Null ist.

e D5: Wenn A Blockgestalt hat (siehe Abschn. invariante Teilrdume), gilt:

det(A) = det(B)det(C) (2.15)

Genau genommen, haben wir die Determinante fiir quadratische Matrizen und
nicht lineare Operatoren definiert. Aus D2 folgt aber die Invarianz der Determi-
nante, denn det(TAT ') = det(T'TA) = det(A).

Wir kommen kurz auf den Zusammenhang mit der Spur zuriick. Dieser wird
immer komplizierter, je grosser n ist. Fiir n = 2 gilt (bitte nachrechnen!)

2det(A) = (tr(A))* — tr(A?). (2.16)
Zwischenfrage: warum kann z.B. fiir n = 2 die folgende Formel niemals richtig
sein: 2det(A) = (tr(A))* — tr(A) 77
Fiir n = 3 gilt (Mathematica 7)

6det(A) = (tr(A))® — 3tr(A2) tr(A) + 2 tr(A?) (2.17)

Eigenwerte und Eigenvektoren

Ein Skalar A\ heisst Eigenwert des Operators A, wenn es einen vom Nullvektor
verschiedenen Vektor x im n - dimensionalen Vektorraum V gibt, sodass

Ax=Xx <= (A-AE)x=0 <= > (a;—\;)z; =0 (2.18)

j=1
ist. Wenn V komplex ist, gibt es immer Eigenwerte, und von diesen koénnen
hochstens n voneinander verschieden sein. Der Grund ist folgender: A ist genau

dann Eigenvektor (siehe G4 und D4), wenn der Operator A — AE singulér - d.h.
nicht invertierbar - ist, was dquivalent ist mit

det(A — AE) = 0. (2.19)

Die linke Seite von Glg.(2.19) hat die Form eines Polynom n - ten Grades (”cha-
rakteristisches Polynom”)

P(\) = (=1)"\" + ap A s+ ap, (2.20)

daher hat (2.19) nach dem Fundamentalsatz der Algebra immer Losungen in C,
von denen maximal n voneinander verschieden sind. Die Menge der Eigenwer-
te heisst Spektrum der linearen Transformation. Wenn V reeller Vektorraum ist,
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kann man seine sog. Komplexifizierung V€ betrachten. Am einfachsten erhilt man
diese so: man nimmt eine Basis {e;} und lisst einfach fiir die Komponenten von
Vektoren beziiglich dieser Basis komplexe Werte zu. Es resultiert ein komplexer
Vektorraum der selben Dimension. Die lineare Transformation A wird sodann zu
einer reellen Transformation in diesem komplexen Vektorraum, also mit reeller
Matrixdarstellung in der beschriebenen Basis. Das resultierende Eigenwertpro-
blem (2.18) fiihrt zur selben Glg. P(A) = 0 mit reellen Koeffizienten aq, ...a,_1,
deren im allgemeinen komplexe Nullstellen aber als Eigenwerte Sinn machen.
Bemerkung: In einem reellen Vektorraum gibt es zu jedem komplexen Eigenwert
auch den komplex konjugierten. Daraus folgt z.B., dass bei ungerader Dimension
es mindestens einen reellen Eigenwert geben muss.

Die Eigenwerte sind, wie die Determinante oder die Spur, Invarianten der linea-
ren Abbildung. Daher muss dies auch fiir die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms gelten. Dies sicht man direkt aus TAT ! —AE = T(A — AE)T ™" und
der Invarianz der Determinante.

Beispiel: Im Fall n = 2 lautet das charakteristische Polynom

P(\) = A — tr(A)X + det(A) (2.21)
und im Fall n = 3
P(\) = %+ tr(A))\2 — %[(tr(A))2 — tr(AQ)])\ + det(A) (2.22)

Folgendes ist ein allgemeines Faktum (”Satz von Cayley-Hamilton”), das wir
nicht beweisen: Fiir jede Abbildung A gilt, dass

P(A) =0 (2.23)

Dies ist so zu verstehen, dass z.B. A\? durch A? zu ersetzen ist und A\° durch E.
Wenn wir (2.23) fiir n = 3 anwenden und die Spur bilden, erhalten wir unter
Verwendung von (2.22) die Identitat (2.17).

Sei nun A ein Eigenwert von A. Die Menge aller Vektoren x, die Gleichung (2.18)
16sen, bilden einen Teilraum T, von V. Dieser Teilraum ist invariant unter A,
d.h. AT C T. (Wenn T) ein-dimensional ist, heisst A "nicht ausgeartet”.) Man
kann beweisen: Wenn {x;} Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwer-
ten sind, sind sie linear unabhéngig. Angenommen nun A hat n voneinander
verschiedene Figenwerte )\;. Dann sind diese Eigenwerte nicht ausgeartet. Wei-
ters spannen die zugehorigen ”Eigenrdume” T; ganz V auf. M.a.W. gibt es eine
Basis, die aus Eigenvektoren besteht. Das heisst weiters folgendes: Es gibt ei-
ne Basistransformation T, sodass die transformierte Matrix A’ = TAT ! eine
Diagonalmatrix ist. Man sagt: ” A ist diagonalisierbar”. Diagonalelemente sind
gerade die Eigenwerte \;. Nicht jede lineare Abbildung (resp. quadratische Ma-
trix) ist diagonalisierbar.
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2.1. VEKTORRAUME KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

Beispiel 1: Sei n = 2 und Ae; = 0, Aey; = e;. Dann ist A = 0 der einzige
Eigenwert (nicht ausgeartet). Die Matrix A ist aber nicht diagonalisierbar.

Beispiel 2: Die Matrix
5 —6
4= (55)

ist diagonalisierbar, denn det(A — AE) = \? — X —2 = (XA + 1)(A — 2). Die
Vektoren f; = (1,1) resp. fo = (2, 1) sind Eigenvektoren zu A\; = —1 resp. Ay =
2. Aus (2.1.1) folgt, dass der Zusammenhang zwischen neuer und alter Basis
gegeben ist durch f; = > ; sji€j. Die alten Basiselemente haben per definition die
Komponenten (e;); = d;;, daher ist (f;); = s;;. Daher ist

s=(1 1) s=(34)

Daher muss gelten, dass

e . (=10
S~'AS = TAT _(0 2)

ist. Das ergibt auch die explizite Rechnung.

2.1.5 Das Tensorprodukt V® V

Dieses Konzept spielt eine grosse Rolle in der Allgemeinen Relativitdtstheorie
sowie in der Quantentheorie. Wenn {e;}, i = 1,..n eine Basis bilden, betrachten
wir Paare (e;, e;), denen wir das Symbol e; ® e; zuordnen, und zu diesen den n? -
dimensionalen Vektorraum V ® V all ihrer Linearkombinationen r = Zl ;Tij€®
e;. Das Tensorprodukt e; ® e; der Basiselemente wird nun zu einer Abbildung
erweitert, die jedem Paar x,y von Vektoren in V ein Element r = x®y aus VRV

zuordnet, und zwar durch die Forderung der Linearitéit in beiden Faktoren, also
XQy =) zyje;De;
2%

Wir ersparen uns den Beweis, dass diese Konstruktion des Raums V ® V und
des Tensorprodukts von Vektoren in V von der gewéhlten Basis unabhéngig ist.
Elemente von V ® V heissen auch ”kontravariante Tensoren 2-ter Stufe”. Ihre
Komponenten r;; verhalten sich unter Basistransformationen folgendermassen

!
T = E Liktjim
el

oder, in Matrixnotation,

R'=TRT* (2.24)
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Natiirlich ist nicht jedes Element in r € V ® V zerlegbar, d.h. von der Form
r =x®Yy, also r;; = z;y;. Zum Beispiel fiir n = 2 ist das Kriterium dafiir gerade,
dass det(r;;) = 0 ist. Weiters ist im allgemeinen x @ y # y ® x.

Wegen der Anwendungen in der Quantenmechanik erwidhnen wir noch folgende
Konstruktion: Wenn A, B Abbildungen von V sind, induziert das eine lineare
Abbildung A ® B von V ® V gemaéss

(A®B) (x®y)=Ax®By (2.25)

2.2 Inneres Produkt

2.2.1 Definition und wichtige Eigenschaften

Ein inneres Produkt in einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist eine
Abbildung (| ) : Vx V — R (oder C) mit den Eigenschaften:

e S1: (x|y +2z) = (x|y) + (x|z)
o S2: (x|ay) = alx|y)

e S3: (y[x) = (x|y)

Es folgt, dass ( | ) "konjugiert-linear” im ersten Faktor ist, also (ax +
By|z) = a(x|z) + f(y|z). Ausserdem ist (x|x) reell.

e S4: (x|x) >0 und (x|x) =0 =x=0

Aus S4 folgt insbesondere

e S4’: Wenn
(ylx) =0¥xe€V = y=0 (2.26)

Aus diesen Axiomen folgt fiir die Gestalt des Skalarprodukts in einer Basis, dass

xly) = 9iTw; (2.27)
ij

wobei die Matrix g;; = (e;|e;) hermitisch ist, d.h. G = G oder

9i5 = Gji (2.28)

Unter Basistransformationen wie in (2.1.1) verhélt sich die Matrix G folgender-
massen

TG T=G +— G =(TH'GT*'=(TH'GT* (2.29)

Wir sehen also: ”Nicht alles, was durch eine Matrix beschrieben wird, transfor-
miert sich gleich”.
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Folgender Satz ist nur im komplexen Fall richtig:
Satz: Wenn im komplexen Vektorraum V fiir einen linearen Operator A gilt

(x|Ax) =0 Vx €V, (2.30)

ist A die Nullabbildung.
Beweis: Wir haben

(x|Ay) + (y|Ax) = (x + y|[A(x +¥)) — (x|Ax) — (y|Ay) =0 (2.31)

wobei das erste Gleichheitszeichen sich durch Rechnung und das zweite durch
Anwendung von (2.30) ergibt. Setzen wir in (2.31) auf der 1.S. y durch i y, erhalten
wir

i (x|Ay) —i(y|Ax) =0. (2.32)

Aufgrund (2.31,2.32) ist folglich Ax auf alle Vektoren orthogonal und daher -
wegen S4’° - gleich null, w.z.b.w.

2.2.2 Norm

Die Norm ||x|| eines Vektors x € V ist definiert als
[ = v {x[x) (2.33)

Zwei Vektoren x,y € V heissen orthogonal, wenn (x|y) = 0 ist. In diesem Fall
gilt der
Satz von Pythagoras: Wenn x,y orthogonal sind, ist

e+ yl1* = [x* + Iyl (2.34)

Im reellen Fall gilt Gleichheit in (2.34) genau dann, wenn x,y orthogonal sind.
Beweis: Rechnung!

Wenn y # O ist, kann man jeden Vektor x eindeutig in einen zu y parallelen und
einen orthogonalen Vektor zerlegen:

wo Y (X (ylx) y> (2.35)

R [y I

Fundamental sind die folgenden beiden Ungleichungen:

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

[y | < ([ - iyl (2.36)

wobei Gleichheit in (2.36) genau dann besteht, wenn x und y linear abhéngig
sind, also einer ein skalares Vielfaches des jeweils anderen ist.
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Beweis: Vorlesung.
Aus (2.36) folgt die ebenfalls fundamentale Dreiecksungleichung

I+ yll < [l + [lyll (2.37)

Wenn V reell ist, definieren wir den von Vektoren # 0 eingeschlossenen Winkel *
<(x,y) durch
{x]y)
cos(<(x,y)) = (2.38)
[y

2.2.3 Orthonormalsysteme
Es gibt eine Basis {e;}, die beziiglich (x|y) orthonormal ist d.h. in der gilt
gij = (ei|ej) = (57;]' (239)

Beweisskizze (”Gram-Schmidt-Verfahren”): Wenn V die Dimension zwei
hat, starten wir mit einer Basis {e;,e;} und ersetzen diese durch das VONS
{f;, f2}, wobei (vgl. (2.35))

1 1 eile
fi=——e, f= — (ez _ lel 22> e1> (2.40)
lex] lez — f£2lo2) e, | el

Wenn V dreidimensional ist und es ein dritter Basisvektor, definieren wir

1
e — (fi]es) £ — (fa|es) f|

usw. W.z.b.w.

Diesen Sachverhalt kann man mit Hinsicht auf (2.29) auch so ausdriicken: Zu
jeder hermitischen, positiv definiten Matrix G gibt es eine nicht-singuldre Matrix
T, sodass G’ = (T"1)'GT~?! die Einheitsmatrix ist.

In einer ON-Basis hat das Skalarprodukt mithin die Form

xly) = Zx_y (2.42)

s

(e3 ~(files) £ — (Bales) fg) , (2.41)

Die Komponenten «; eines Vektors x beziiglich einer ON-Basis e; lauten

Zum Beweis schreiben wir

X = Zozjej (244)
J

!Genauer ist das der nicht-orientierte Winkel”, und er ist durch diese Formel eindeutig nur
im Intervall [0, 7] definiert.
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und multiplizieren Glg.(2.44) von links skalar mit e;. Weiters gilt (” Parseval’sche
Gleichung”):

>l =1Ix|?, (2.45)

wobei die Betragsstriche auf der linken Seite im Sinn der komplexen Zahlen zu
verstehen sind: |z|? = zz.

2.2.4 Orthogonalprojektionen

Wenn T ein Teilraum von V ist, definieren wir sein orthogonales Komplement T+
folgendermassen
T-={xeV|{xly)=0 VyeT} (2.46)

Zu beachten ist, dass diese Definition mit der im Abschnitt 2.1.3 nur im re-
ellen Fall iibereinstimmt. Wegen der Positiv-Definitheit des Skalarprodukts ist
offensichtlich

TNT* = {0} (2.47)

Dariiber hinaus gilt
Satz: T TH =V

Folglich gibt es einen linearen Operator Pr, der jedem x € V seinen ” Anteil”
(siehe 2.1.2) in T zuordnet. Hier sind wichtige Eigenschaften der Orthogonalpro-
jektion Pr:

) Pl P% = P']r
o P2: im(Py) = ker(E —Pr) =T, ker(Pr) =im(E —Pr) =T+
e P3: (Prx|y) = (x|Pry)

Die Eigenschaft P3 heisst, dass Pt selbstadjungiert ist (siehe 2.2.5).

Gegeben ein Teilraum T € V, wie kann man eine explizite Form fiir P fin-
den? Eine Antwort ist: wir wahlen eine Orthonormalbasis m; von T. Dann ist
Prx =), ¢;m; gegeben durch die Bedingung (m;|x — Prx) = 0 fiir alle j, also
¢ = (my]x).

Betrachten wir nun das folgende Extremalproblem: Gegeben ein Teilraum T C V
und x € V. Wir suchen y € T, sodass ||x — y|| = min!. Das folgende Resultat
zeigt, dass dieses Problem eine eindeutige Losung hat, die durch y = Prx gege-
ben ist.
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Satz: Sei T ein Teilraum von V und y € T beliebig. Dann gilt
[x — Prx|| < [x — | (2.48)

mit Gleichheit genau dann, wenn y = Prx.
Beweis: Es ist

Ix — Prx|]* < [x — Prx||* + [ Prx — y]* (2.49)

Die Vektoren x — Prx und Prx — y sind orthogonal. Die rechte Seite von (2.49)
ist daher wegen Pythagoras gleich ||x — Prx + Prx — y||? = ||x — y||?, w.z.b.w.

Dieser Satz kann folgendermassen benutzt werden: Wir wollen x durch Elemente
in T approximieren. Eine ”gute” Niherung u sei eine solche, fiir die der Abstand
zu X minimal ist. Sie ist durch u = Prx gegeben.

Beispiel: Sei V = C[—m7, 7], der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funk-
tionen im Intervall [—7, 7], x entspreche der Funktion sin¢ und T werde aufge-
spannt durch die Funktionen {¢,3 ¢°}. Das Skalarprodukt zwischen Elementen
f:te|-mmnl— f(t) eRund g:t € |—mn]— g(t) € R sei gegeben durch

ttlg) = | rio)gty (2:50)

Die im obigen Sinn beste Approximation (” Approximation im Mittel”) von sin¢
ist also eine Funktion f(¢) der Form f(t) = ot + ast® + ast®, wo die Zahlen
a1, (g, iz so gewahlt sind, dass

/ sint — f(t)|*dt = min! (2.51)
Indem man zuerst das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Elemente {¢,¢3,#°} und
dann (2.43,2.44) anwendet, erhdlt man fir f = Ppx - unter Benutzung einer
Dezimalnéherung fiir 7 - angendhert (Mathematica?)

F(t) = 0.987862¢ — 0.155271 * + 0.00564312 £° (2.52)

Die - punktweise - Ubereinstimmung mit sin¢ im Intervall [—7, 7] ist exzellent.
Alternativ kénnte man die partiellen Ableitungen des Ausdrucks (2.51) nach den
«; gleich Null setzen und das entstehende Gleichungssystem fir (aq, ag, az) 16sen.
Zum Vergleich kann man die Taylorentwicklung 5-ter Ordnung von sint um ¢ = 0
betrachten: sint =t — %t3+ %ﬁ +O(t"). Diese ist gut in der Nihe des Ursprungs.
Es stellt sich heraus, sie ist gut etwa fiir t € (—2, 2).

Bemerkung: Dieses Beispiel geht genau genommen iiber den bisherigen Rah-
men hinaus. Die Funktion sin¢ gehdrt nicht dem Raum V an, sondern z.B. dem

(unendlich-dimensionalen) Raum der stetigen Funktionen in [—, 7].
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2.2.5 Lineare Funktionale und Adjungierte

Ein lineares Funktional auf V ist eine lineare Abbildung 1: V — R(C). Zum
Beispiel ist fiir irgendein u € V die Zuordnung

Lo(x) = (ulx) (2.53)

ein lineares Funktional. Wir formulieren ohne Beweis den

Satz: Jedes lineare Funktional 1 ist von der Form (2.53) fiir einen eindeutigen
Vektor u.

Sei A ein Operator und u € V. Wir betrachten das lineare Funktional 1,’, das
gegeben ist durch

1/(x) = (y|Ax) (2.54)
Dann gibt es wegen des vorangegangenen Satzes einen Vektor u € V, sodass

(ulx) = (y|Ax) (2.55)

Da dieses u linear von y abhéngt, gibt es einen Operator, der y in u abbildet.
Dieser erhilt die Bezeichnung AT und heisst Adjungierte von A:

(Alylx) = (y|Ax) (2.56)

Im reellen Fall schreiben wir zuweilen statt AT das Symbol AT. Wenn nicht eigens
erwahnt, gelten die folgenden Aussagen sowohl im reellen als im komplexen Fall.
Hier sind einige Eigenschaften:

e Adl: (A+B) =AT +Bf
e Ad2: (cA)T =aAT

o Ad3: (AT =

e Ad4: (AB)' = BfA!

Abbildungen A, sodass AT = A heissen selbstadjungiert. Zum Beispiel ist Ef =
E. Generell gilt:

Satz: Ein Operator A ist selbstadjungiert genau dann, wenn ihre Matrixdar-
stellung a;; in einer ON-Basis beziiglich ( | ) die Eigenschaft hat

Abbildungen U, die das Skalarprodukt invariant lassen, heissen unitér (im reellen
Fall: isometrisch). Die definierende Eigenschaft ist also

(Ux|Uy) = (x|y) (2.58)

version 30/01/2008 19



2.2. INNERES PRODUKT KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

fiir alle x, y € V. Folglich ist der Vektor (UTU —E)x auf alle Vektoren orthogonal,
daher gleich Null (wegen S4”). Mithin gilt

U'U=E =UU' (2.59)

Es ist nicht sehr schwer, sich zu iiberlegen, dass ein Operator genau dann unitéir
ist, wenn er eine Orthonormalbasis wieder in eine solche tiberfiihrt.
Unitére (orthogonale) Operatoren bilden kontinuierliche Familien. Sei z.B. U(e)
eine 1-parametrige Familie unitdrer Operatoren mit U(0) = E. Dann folgt aus
(2.59) fiir I = U'(0), dass

I'+1=0 (2.60)

also I anti-selbstadjungiert ist. Die Gesamtheit aller derartigen ”infinitesima-
len Operatoren” bildet im reellen Fall einen reellen Vektorraum der Dimension
@, im komplexen Fall einen reellen Vektorraum der Dimension n?. Wichtig
sind weiters die unitdren Operatoren mit Determinante 1 (”spezielle unitire Ope-
ratoren”). Hier kommt bei den infinitesimalen Operatoren noch die Bedingung
verschwindender Spur hinzu. Im reellen Fall schrinkt das die Zahl der kontinu-
ierlichen Parameter nicht ein, im komplexen Fall wird die Zahl der Parameter um
1 reduziert, sodass die infinitesimalen Operatoren einen reellen Vektorraum der

Dimension n? — 1 aufspannen.

2.2.6 Spezialfille
Orthogonaler R?

Physikalisch kann man sich diesen Raum als Konfigurationsraum eines (nichtre-
lativistischen) Punktteilchens in der Ebene vorstellen. In einer Orthogonalbasis
{e1, e} ist (x|]y) = x1y1 + 22y2. Eine zuweilen niitzliche Relation ist

€ij€kl = 5ki6jl - 5kj5z‘l (2-61)

wobei €;; der Spezialfall n = 2 des total antisymmetrischen Symbols in (2.14) ist.
Orthogonale Operatoren, also solche, die

OTO=E (2.62)

erfiillen, haben Determinante 1. Jene mit Determinante 1 bilden die Drehgruppe
SO(2), gegeben durch die 1-parametrige Familie

0500 = (G ot

cos¢p
Eine kurze Rechnung zeigt

cos<(Ox, x) = cos¢p (2.63)
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Orthogonaler R?

Die ist z.B. der Konfigurationsraum eines Punktteilchens im Raum. Die allge-
meinste Formel, die das Skalarprodukt ¢;; mit dem Epsilonsymbol verbindet,
lautet hier

€iik€tmn = 0it(0jmOkn — 0jnOkm) + 0in(0510km — OjmOkt) + Oim (9001 — 010kn) (2.64)

Die Standard-Identitéten fiir das Vektorprodukt x x y, gegeben durch

(x Xy)i= Z €ijkTjYk 5 (2.65)

ak

kann man - z.B. mittels Spurbildung - aus (2.64) herleiten.

Die orthogonalen Operatoren mit positiver Determinante sind die Drehgruppe
SO(3). Ihre Elemente sind durch 3 Parameter charakterisiert, als die man sich
z.B. die sog. Euler’schen Winkel denken kann.

Unitarer C?

Wichtigste physikalische Realisierung ist der Zustandsraum eines Quantenteil-
chens mit Spin %, wobei die Translationsfreiheitsgrade unterdriickt sind. Die spe-
ziellen unitdren Operatoren bilden die Gruppe SU(2). Eine mogliche Basis fir
die infinitesimalen Operatoren I;, 7 = 1,2,3 kann man folgendermassen wihlen:
man schreibt I; = 70, wobei die o’s selbstadjungiert und spurfrei sind, z.B

01 0 —i 10
2=(10) = (07) e-(0h)

Diese heissen Pauli’sche Spinmatrizen. Sei nun U € SU(2). Dann sind die drei
Matrizen Uo;U' wieder selbstadjungiert und spurfrei, denn

(Uo, U = (Ul)TelUT = U, U (2.66)

und

tr(Uo;U") = tr(U'Uag;) = tr(o;) = 0 (2.67)
Folglich gibt es reelle Zahlen R;;, sodass

J

Sei nun x € R3. Dann ist

—det (Z O'x) = |Ix||?, (2.69)
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wobei auf der rechten Seite die Norm im R3 steht, und daher

det (U (Z o—x> UT> = det (U) det (UT) Y det (os2) = —|[x[|*  (2.70)

Unter Benutzung von (2.69) sehen wir nun, dass der Vektor x' = Rx, gegeben
durch z; = 3 R;jz; die Relation

1| = Il (2.71)

erfiillt. Wir stellen ohne Beweis fest, dass wegen det(U) = 1 auch det(R) = 1 ist.
Es gehort also zu jedem Element in SU(2) genau ein Element in SO(3).

2.2.7 Spektraltheorie linearer Operatoren

Hier kehren wir zur Frage zuriick, ob es zu einer linearen Abbildung eine Basis
gibt, die aus Eigenvektoren dieses Operators besteht. Nun haben, wie wir ge-
sehen haben, auch reelle Abbildungen im allgemeinen komplexe Eigenwerte. Es
ist daher wichtig, den reellen Fall (orthogonaler Vektorraum) auf den komplexen
Fall (unitdrer Vektorraum) zuriickfithren zu kénnen, wie wir im néchsten Absatz
erkléren.

Wir miissen das orthogonale Skalarprodukt zu einem unitédren ”erweitern”. Wir
schreiben (x|y) in einer ON-Basis, es gilt also (x|y) = ), z;3;. Den komplexi-
fizierten Vektorraum denken wir uns nun als den Raum der Vektoren, die bez.
dieser Basis komplexe Komponenten haben, und definieren als unitéres Skalar-
produkt in diesem Raum naheliegenderweise (x|y) = > . Z;y;. Die Abbildung A
wird wie gehabt zu einer reellen Abbildung im komplexifizierten Vektorraum.
Im Rahmen eines Vektorraums mit Skalarprodukt ist die natiirliche Version der
Eingangs-Frage nach einer Basis aus Eigenvektoren die, ob es eine Orthonormal-
basis gibt, die aus Eigenvektoren besteht. Aus Beispiel 1 in (2.1.4) folgt bereits,
dass das nicht fiir jeden Operator moglich sein kann. Im unitdren Vektorraum -
auf den wir uns im Augenblick konzentrieren - kann man aber schnell eine not-
wendige Bedingung angeben, und zwar so: In einer Basis von Eigenvektoren ist
die zur linearen Abbildung A gehérige Matrix a,; diagonal. Wenn diese Basis eine
ON-Basis ist, ist die Matrix der adjungierten Abbildung AT gegeben durch aj;.
Diese ist dann ebenfalls diagonal und kommutiert daher - im Sinn des Matrix-
Produkts - mit der Matrix a,;. Also muss gelten, dass

[A,AT] =0 (2.72)

Derartige Operatoren heissen normal. Sie enthalten selbstadjungierte und unitére
Operatoren als Spezialfall. Es stellt sich heraus - wir werden das nicht beweisen -
dass die Bedingung (2.72) auch hinreichend fiir die Diagonalisierbarkeit ist. Eine
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andere notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit ist diese: Wenn x ein Ei-
genvektor von A zum Eigenwert ) ist, so ist X Eigenvektor von Af zum Eigenwert
A. Auch diese Bedingung stellt sich als hinreichend heraus.

Wir betrachten nun selbstadjungierte Operatoren. Die folgenden Aussagen sind
fundamental. Thre Bedeutung in der Physik kann gar nicht hoch genug ein-
geschitzt werden.

Satz: Sei A = AT. Dann sind alle Eigenwerte reell.

Beweis: Einsetzen von Ax = Ax in (Ax|x) = (x|Ax) ergibt

Allse][* = Al (2.73)

Bemerkung: Die Eigenwerte A eines unitdren Operators erfiillen |[A\| = 1, also
A= e fiir w € R.

Weiters gilt der

Satz: Sei A = Af. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten zu-
einander orthogonal.

Beweis: Wir haben Ax; = A\;x; und Axs = A\9X5. Dann gilt

A (X1]x2) = (Axq|x2) = (X1|AX2) = (X1]|AaX2) = A2(X1]X2), (2.74)

also sind die beiden Eigenvektoren orthogonal, sofern \; # Ao, w.z.z.w.

Beispiel: Sei V der Vektorraum unendlich oft diffenzierbarer Funktionen f :
R! — C mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass f(z) = f(x + 27) ist und dem
Skalarprodukt (f|g) = fo% f(x)g(x) dz. Dann ist der lineare Operator A gegeben
durch (Af)(z) = 1 f/(x) selbstadjungiert. Beweis: partielle Integration. Also hat
die Eigenwertgleichung f’ = i\ f nur reelle Losungen A. Dies ist zunéichst erstaun-
lich, da die Gleichung f’ = i\f fiir beliebiges A € C durch f(z) ~ e* gelost
wird. Diese Funktion ist aber nur dann periodisch, wenn (n € Z) A = A, = n ist.
Der letzte Satz und der jetzt folgende sind allgemeiner fiir normale Operatoren
richtig.

Satz: Sei A = AT und \ ein Eigenwert von A. Dann ist (T))! unter A invariant.
Beweis: leicht.

Fiir den beriihmten Spektralsatz fehlt noch die folgende Aussage.

Satz: Sei A = Af und \; ein Eigenwert von A. Dann ist die Dimension des
Teilraums T, (”geometrische Vielfachheit von A\;”) gleich der Ordnung von A\,
als Nullstelle des charakteristischen Polynoms (”algebraische Vielfachheit”).
Beweis: Wegen des Satzes in (2.2.4) kénnen wir eine Orthonormalbasis wéhlen,
die aus Elementen von T, und solchen in (T, )+ besteht. In einer solchen Basis
hat die zugehorige Matrix Blockgestalt, wobei der zu T, gehorige Block das A\
-fache der Einheitsmatrix ist. Die zur Abbildung A — AE gehorige Matrix hat
ebenfalls Blockgestalt. Das charakteristische Polynom lautet daher (siche D5)

det(A — AE) = (A — )™ Q) (2.75)
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wobei A; keine Nullstelle des Polynoms Q(\) ist, w.z.b.w.

Nun ist es leicht, den Spektralsatz zu beweisen.

Satz: Sei A selbstadjungiert. Dann gibt es eine unitdre Matrix T, sodass
A’ = TAT ! = TA T' diagonal ist.

Hier ist eine dquivalente Formulierung:

Satz: Jede selbstadjungierte Abbildung hat die Form

A=) APy, (2.76)

wobei A, die verschiedenen (reellen) Eigenwerte von A sind und P, die zu-
gehorigen Orthogonalprojektionen. Diese haben die Eigenschaften

Y Py, =E, P, P,, =0 sofern A, # \g (2.77)

Jede diagonalisierbare lineare Abbildung hat die Gestalt (2.76), nur dass dann
die Eigenwerte nicht notwendig reell sind. Z.B. fiir unitdre Abbildungen hat die
Spektralzerlegung die Form (w,, € R)

U=> ¢“Pe, (2.78)

Mithilfe der Darstellung (2.76) kann man Funktionen der entsprechenden Ope-
ratoren definieren und effizient berechnen (”Funktionalkalkiil”). Sei f : C — C.
Dann definieren wir die lineare Abbildung f(A) geméss

FA) =) f(Aa)Py, (2.79)

Zum Beispiel folgt aus (2.79), dass
e* =E (2.80)

Wenn f analytisch ist, kann man Funktionen f allgemeiner Operatoren iiber
die Potenzreihenentwicklung definieren. Man kann zeigen, dass die entsprechen-
de Matrix-Reihe konvergiert. Es ist dann nicht schwer zu sehen, dass Matrix-
Funktionen invariant definiert sind, d.h.

f(TAT Y = Tf(A)T ! (2.81)

Lemma: Sei AT = —A, d.h. anti-selbstadjungiert. Dann ist e® unitér (bzw. or-
thogonal im reellen Fall).

Beispiel (wichtig!): V ist der unitdre C? und A die lineare Abbildung, die in
einer ON-Basis die Form

0 -1

1 0
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hat. Diese ist anti-selbstadjungiert, aber die komplexe Abbildung ¢A ist selbstad-
jungiert, ihre Eigenwerte AL sind +1. Zugehdrige normierte Eigenvektoren sind
er = \%(61 + iey), oder e; = \%(eJr +e_) und e; = ﬁ(&r —e_). Die Abbil-
dungsmatrix T (siehe die Diskussion vor (2.2)) ist daher

=)

Die Matrix T ist, wie es sein muss, unitiar. Weiters ist

T(HA)T ! = (é _01>

ebenfalls wie es sein muss. Nun zur Darstellung (2.76). Wenn e, ; die Kompo-
nenten der Vektoren ey in der Basis e, e; sind, gilt fiir die Komponenten der
entsprechenden Projektoren p, ;; = e; ey ; und p_;; = e_;e_;. Die Rechnung

ergibt, dass
1 1 T
Pe=3 ( +i 1 )

und 1A =1-P, 4+ (—1)-P_, wie es sein muss. Wir berechnen nun die Transfor-
mation exp(At), folgend (2.79). Sie lautet

sint cost

exp(At) = ( cost —sint )

(Ende des Beispiels.)

In der Quantenmechanik von Bedeutung ist der folgende

Satz: Seien A und B selbstadjungierte Operatoren die kommutieren, also [A, B] =
0. Dann gibt es eine unitédre Transformation U, die beide diagonalisiert.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von A und x ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist

(A —)ME)Bx = BAx — ABx =BAx — ABx =0 (2.82)

Folglich ist T unter B invariant. Falls A nicht-ausgeartet ist, muss Bx also pro-
portional zu x, daher Eigenvektor auch von B sein. Andernfalls suchen wir eine
Basis von T, die aus Eigenvektoren von By = B|r, besteht. Indem wir diese
Prozedur fiir alle Eigenwerte von A durchfiihren, erhalten wir eine Orthonormal-
basis, die A und B gleichzeitig diagonalisiert.

2.2.8 Dirac-Notation

Das Arena (genauer: der Zustandraum) der Quantenmechanik ist ein Vektorraum
mit unitdren Skalarprodukt. Ausser wenn es um sog. innere Freiheitsgrade wie
Spin geht, hat dieser Vektorraum unendliche Dimension (sog. Hilbertraum), was
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unseren gegenwartigen Rahmen sprengt und was wir in der Folge aber ignorieren.
Vektoren x € V werden nach Dirac als "ket” (2-ter Teil von ”bracket”) geschrie-
ben, also |x). Der zu einem Vektor y gehorige "bra”, geschrieben als (y|, ist das
lineare Funktional 1y im Sinn von (2.53). Wegen der komplexen Linearitidt des
Skalarprodukts im ersten Faktor gilt also fiir den einem ket |x) zugeordneten bra
(x| die Relation (cx| = é(x].
Das Symbol A gegeben durch

A = |y)(z] (2.83)

ist folglich eine lineare Abbildung, die jedem Vektor x € V den Vektor (z|x)y
zuordnet. Wenn y = z und ||y|| = 1, ist der Operator A gerade die Orthogonal-
projektion auf den durch den Vektor y aufgespannten Teilraum. Die Spektralzer-
legung (2.76) schreibt sich z.B. im Fall, dass alle Eigenwerte )\, nicht-ausgeartet
sind, als

A= Z )‘a|ya><ya’ ) (2'84)

wobei y, die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind. Weiters gilt fiir eine
beliebige Orthonormalbasis e; die sog. ” Vollstdndigkeitsrelation”

E = Z le;) (e (2.85)

wie durch Anwendung von (2.76) auf den selbstadjungierten Operator A = E
ersichtlich ist. Oft schreibt man auch kurz |i) statt |e;).

2.2.9 Quantenmechanik

Zustdnde v eines quantenmechanischen Systems sind - auf ||| = 1 normierte
- Vektoren in einem unitdren Vektorraum. Physikalischen Observablen entspre-
chen selbstadjungierte Operatoren, deren Eigenwerten (die ja reell sind) mogliche
Messwerte. Der Erwartungswert der Observablen A im Zustand 1) ist definiert
als

Eyp(A) = (Y|AY) (2.86)
Dieser ist reell, denn

(Y|Ap) = (Ap[h) = (P|Ad) , (2.87)

wobei wir im 1.ten Schritt Axiom S3 und im 2.ten Schritt die Selbstadjungiertheit
von A benutzt haben. Wenn 1 Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, stimmt
der Erwartungswert von A mit A iiberein. Die Dispersion (oder Unschérfe) der
Observablen A im Zustand ) ist definiert als

N|=

Ay(A) = [E4(A%) = (E4(A))7] (2.88)

version 30/01/2008 26



2.2. INNERES PRODUKT KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

Dass das Argument unter der Wurzel in (2.88) nicht-negativ ist, sieht man so. Es
gilt

CollA £V BF) = Eu(A%) ~2(E0lA)) 4 (EolA) = 8% - Colh)?
2.89
Also ist das Argument der Wurzel der Erwartungswert des Quadrats eines selbst-
adjungierten Operators B und (1|B2v) = (Bt|Bv) > 0. Weiters zeigt diese
Rechnung, dass die Unschérfe = 0 genau dann ist, wenn v Eigenvektor von A
ist. Wichtig ist der
Satz: Wenn es sich bei der Observablen um eine Orthogonalprojektion P handelt,
gilt
0<&p(P) <1 (2.90)
Beweis: Wir haben

0 < (£4(P))? < (PY[PY) = ($[P2p) = (p[P) = E4(P), (291

wobei wir im 1.ten Schritt Cauchy-Schwarz, im 2.ten PT = P und im letzten
P2 = P verwendet haben. w.z.b.w.
Sei T = im(P), sodass P = Pp. Dann ist nach den Interpretationsregeln der
Quantenmechanik die Grosse €, (P) die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen
1) und dem Raum der Zusténde in T.
Wenn V der Zustandsraum z.B. eines Teilchens fiir ein bestimmtes physikalisches
System ist: was ist im Rahmen dieses Systems der Raum der Zusténde zweier
Teilchen? (Im Fall der klassischen Mechanik wire dies das cartesische Produkt des
Konfigurationsraums fiir ein Teilchen mit sich selbst.) In der Quantenmechanik
ist dies das Tensorprodukt V @ V 2. Dafiir muss dieser auch zu einem unitiren
Raum erkldrt werden. Das geht natiirlicherweise so, dass, wenn {e;} eine ON-
Basis von V sind, die Tensorprodukte e; ® e; eine ON-Basis von V ® V bilden
sollen, d.h.
<ei & ej\ek X el) = ikfsjl (292)

Daraus folgt

(x@ylu®v) = xlu)y|v) (2.93)

und, fiir allgemeine Tensoren r = Z” rije; ®ej, s = Zij sij €; ® ej, dass
(rls) = Zﬁjsij (2.94)
(2]

Sei nun V der unitéire C?. Wir schreiben |e;) = [1) ("spin up”) und |es) = |{)
("spin down”) und betrachten den Zweiteilchenzustand [¢) € V ® V, gegeben

durch
_ b

V2

2Genauer gilt dies nur in dem Fall, wo die Teilchen unterscheidbar sind.

) (M@l -] (2.95)
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Aus der Bemerkung iiber Zerlegbarkeit in Abschn.(2.1.5) folgt, dass 4 nicht
zerlegbar ist. (Denn hier ist ro; = —r19 = i?, roo = 11 = 0, also det(r;;) = % )

Nun ist eine weitere Interpretationsregel der Quantenmechanik, dass, wenn eine
Messung an einem Zustand |t) einen scharfen Wert fiir eine Observable erbringt,

dieser Zustand als Resultat dieser Messung in den Zustand

— 1
) = Py Ply) (2.96)

iibergeht, wobei P die Orthogonalprojektion auf den Raum der zu diesem Messwert
gehorigen Eigenvektoren ist. Dieser Vorgang heisst ” Kollaps (oder Reduktion) des
Zustandsvektors”.

Wenn nun eine Messung ergibt: ”Teilchen A hat Spin up, was auch immer Teil-
chen B tut”, ist der zugehorige Projektor P von der Form

P=[D{I& [N+ DI, (2.97)
und folglich ist
[P) =11 ) (2.98)
Die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt dieses Messergebnisses ist €5(P) = 3.
Mit derselben Wahrscheinlichkeit ergibt die Messung, dass Teilchen A Spin down
hat. Der kollabierte Zustandsvektor ist dann

) =4 @) (2.99)

Im ersten Fall ergibt eine weitere Messung an Teilchen B, dass dieses mit Wahr-
scheinlichkeit 1 Spin down hat. Im zweiten Fall ergibt eine weitere Messung an
B, dass es mit Wahrscheinlichkeit 1 Spin up hat. Dies ist das Phénomen der
Verschrankung (die von Einstein-Podolsky-Rosen sogenannte ”spukhafte Fern-
wirkung”).

2.2.10 Symmetrische Operatoren, kleine Schwingungen

Wir betrachten hier den Fall eines reellen Vektorraums V mit positiv definitem
Skalarprodukt (| ). Die reellen, selbstadjungierten Abbildungen A heissen auch
symmetrische Operatoren. In einer ON-Basis fiir ( | ) entsprechen ihnen reelle
symmetrische Matrizen, also AT = A. Der Spektralsatz lautet hier:
Satz: Zu jeder symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix O, also
OT = 07!, sodass OAO~! ecine Diagonalmatrix ist.
Diese Situation tritt in der Punktmechanik in folgender Form auf: Man betrach-
tet ein konservatives System mit N Freiheitsgraden in der Néhe einer Gleichge-
wichtslage. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir die infinitesimalen Ab-
weichungen Q € RY™ von der Ruhelage lauten dann (" ist Ableitung nach der
Zeit)
N
> (k@ +uyQy) =0, (2.100)

Jj=1
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wobei k;; ("kinetische Energie”) und u;; (”potentielle Energie”) symmetrische
Matrizen sind und k;; positiv definit ist, also Z” k;;Q:Q; > 0 fiir alle 0 # Q €
RY. Der Exponentialansatz Q;(t) = ¢; ™! ergibt

Z(—uﬂkij + Uij) q; = 0 (2101)

J

Wir machen die folgende Beobachtung: die lineare Abbildung mit der Matrix
ai; = > ki u; (A =K 1U) ist selbstadjungiert beziiglich des durch (q|q)x =
(q|Kq') definierten Skalarprodukts. Denn wir haben (q|Aq')x = (q|KAq') =
(a KK 'Uq') = (q/Uq’) = (Ud|q') = (q'[Uq) = (q'|Aq)kx = (Aqg|q’)x. Wenn
wir weiters Glg.(2.101) mit K~' multiplizieren, erhalten wir gerade die Eigen-
wertgleichung fiir a;; mit A = w?. Folglich sind alle w?, fiir die G1.(2.101) nicht-
triviale Losungen hat, reell. Sei O die beziiglich ( | )k orthogonale Matrix, die
A diagonalisiert. Dann fiihren die Komponenten von Q' = OQ (unabhéngige)
Bewegungen geméss Q; + w?@; = 0 durch, sind also ”entkoppelt”. Die Natur
dieser Bewegungen hingt vom Vorzeichen von \; = w? ab.

1. w? > 0: harmonische Schwingungen, d.h. Q’(t) = ¢ sinw;t + ¢, cosw;t
2. w? < 0: exponentielles Verhalten, d.h. Q}(t) = c;e“" + coe™ it

3. w?=0: Qi(t) =c1 + ot

2.3 Anhang: Normalformen

In diesem Anhang behandeln wir Normalformen reeller Operatoren fiir n = 2.
Die Natur einer reellen 2 x 2 - Matrix héangt im wesentlichen vom Vorzeichen der
Diskriminante

A = (tr(A))* — 4det(A) (2.102)
ihres charakteristischen Polynoms ab.
Typ 1, A > 0: Es gibt 2 voneinander verschiedene reelle Eigenwerte, zugehorige

Eigenvektoren bilden daher eine Basis. In Termen dieser Basis schreibt sich die
zugehorige Matrix als (A # Ag)

(M0
SRS

Typ 2a), A =0, A\; = Ay = A und A = AE: Hier gilt (diesmal in jeder Basis)
A0
(0 3)
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Typ 2b), A =0, \y = A2 = A\, A — AE # 0: Um diesen Fall zu analysieren,
betrachten wir den Teilraum im(A — AE). Dieser ist wegen G3 1-dimensional
und unter A invariant, folglich ein Eigenraum von A. Wegen A = (0 muss also
im(A — AE) = ker(A — AE) sein (und daher (A — AE)? = 0).

Wir wihlen nun Vektoren (eq, e2) von V, wobei e; ein beliebiger vom Nullvektor
verschiedener Vektor ist, der nicht in ker(A — AE) liegt und e; = (A — AE)e,.
Folglich ist e; # 0 und liegt in ker(A — AE). Die beiden bilden also eine Basis.
In dieser nimmt die Matrix A die Form an

Al
A= (03)
Typ 3, A < 0: Hier gibt es einen komplexen Vektor e mit

Ae = (a—1ib)e, (2.103)

wobei b # 0. Mit e; = Re(e) und e, = Im(e) folgt aus (2.103) und der Realitéit
von A, dass
Ae, =ae; +bey, Aey; = —be;t+ae,. (2.104)

Folglich hat in der Basis e, e; die Matrix A die Form

a —b
()
Wir haben also bewiesen, dass
Satz: Jede reelle 2 x 2 -Matrix ist dhnlich zu einer der 3 obigen Typen.

Wir wollen, als Vorbereitung fiir die Systeme linearer Differentialgleichungen, die
Normalformen dazu benutzen, um die Exponentialfunktion einer reellen 2 x 2-
Matrix zu berechnen.

Als Vorbereitung benétigen wir zunéchst:

Lemma: Wenn [A, B] = 0, dann ist

eAeB = (ATB) (2.105)

Der Beweis folgt formal dem aus der Analysis bekannten fiir die numerische Ex-
ponentialfunktion mithilfe der Potenzreihendarstellung. Man muss sich aber iiber
die Konvergenz den Kopf zerbrechen.

Bemerkung: Daraus folgt insbesondere, dass jede Abbildung von der Form e
nicht-singulér ist, und zwar gilt (siehe (2.80), dass (eA)™! = e=A.

Wir kehren zu unseren reellen 2 x 2-Matrizen zuriick: Fiir Typ 1 und Typ 2a ist

offenbar
At eMt 0
© = 0 et
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Fiir Typ 2b schreiben wir A = (A — AE)+AE. Wegen der Nilpotenz von A — \E

gilt
1t
(A-XE)t _
m=o1)

At 6)\t t 6)\15
€ = 0 e)\t
Analog ergibt sich unter Verwendung des Beispiels in (2.2.7) fiir den Typ 3 die

Formel
At _ gat [ COS bt —sinbt
o sinbt  cosbt

und daher wegen (2.105)

Um die Exponentialfunktion einer beliebigen reellen 2 x 2 - Matrix zu berechnen,
kann man folgenderweise vorgehen: Man findet zuerst die Transformation T auf
die jeweilige Normalform A’, also A’ = TAT ! und schreibt unter Benutzung
von (2.79)

A =T AT — AT (2.106)

Schliesslich entnimmt man die Gestalt von e®" den obigen Formeln.
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Kapitel 3

ODE'’s

3.1 Lineare Systeme

3.1.1 Homogene autonome Systeme

Die einfachste derartige Differentialgleichung lautet
T =ax (3.1)

Hier ist z : t € R — x(t) € R, " bezeichnet Ableitung nach ¢t und o € R. Gesucht
ist z(t), das (3.1) 16st und mit der Anfangsbedingung (AB), dass z(0) = z. Die
Funktion

z(t) = ey (3.2)

erfiillt dies Bedingungen. Sie ist auch die einzige, denn sei y(¢) eine andere Losung.
Dann erfiillt Z(t) = e *'z(t) die Gleichung z = 0. Also erfiillt die allgemeine
Losung z(t) = const e*, und die Konstante wird durch die AB festgelegt.

Die r.S. von (3.1) héngt nicht explizit von ¢ ab. Das bewirkt, dass mit mit ()
auch z(t — to) Losung ist, und zwar zur AB z(tg) = xo.

Sei nun x € R"”. Wir suchen Kurven ¢t € R — x(t) € R", sodass

% = Ax, (3.3)

wobei A ein (¢ - unabhéngiger) linearer Operator im R™ ist. Wie im Spezialfall
(3.1) (n = 1) sehen wir, dass die allgemeine Losung von Glg.(3.3) von der Form
ety ist, wobei y ein ¢ - unabhingiger ("konstanter”) Vektor in R” ist. Die AB
fixiert dann y = xq. Die Losung des Anfangswertproblems fiir Gleichung (3.3)
lautet daher

x(t) = e xq (3.4)

Man kann e?'x als eine 1-parametrige Familie von Transformationen ansehen
(den sog. Fluss von (3.3)). Deren Bildmenge (der Orbit oder die Bahn durch x)
wird durch den Fluss in sich selbst abgebildet, denn:

X (3.5)

A

eAseAtX — eA(ert)
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Die Relation zwischen y und x: "y liegt auf dem Orbit durch x” ist also eine
Aquivalenzrelation. Folglich liegt jeder Punkt auf genau einem Orbit. Der Orbit
durch 0 besteht nur aus 0.

Wir bemerken, dass man die Relation (3.5) auch so ausdriicken kann: Sei g; die
(lineare) Abbildung, die dem Anfangswert x(0) den Bahnpunkt x(¢) zuordnet.
Dann gilt das Gruppengesetz

8508t = st (3.6)

Fall n = 1 und « # 0: Hier gibt es 3 Orbits: den Ursprung, den ”"rechten” und den
"linken”. Z.B. fiir a > 0 laufen die Punkte auf dem rechten Orbit fiir ¢ — oo
nach +oo und fiir t — —oo in den Ursprung. Auf dem linken Orbit laufen die
Punkte fiir ¢ — —o0 in den Ursprung und fiir ¢ — oo nach —oo. Der Ursprung
ist also eine "Quelle”. (Fiir @ < 0 ist der Ursprung eine Senke.) Wenn o = 0,
bewegt sich nichts, also jeder Punkt ist ein Orbit.

Fall n = 2 und A nicht-singulér: Nach den Resultaten von Abschnitt 2.3 gibt es,
nach Ubergang x — Tx, folgende Maglichkeiten:

0 (5 %) 0ro an (o)) w<r<o

(I11) (g i) (A £ 0) (IV) (g 2) (A <0< p)
v (§ ) @sro vn (5 %) wro

Wir nehmen A < 0 an. Im Fall (I) ist der Ursprung ein ”eigentlicher Knotenpunkt”
("proper node”). Es kommen alle Bahnen fiir ¢ — —oo aus dem Unendlichen
und miinden fiir ¢ — oo in den Ursprung, jede unter einem anderen Winkel.
Im Fall (IT) ("uneigentlicher Knoten”) miinden alle Bahnen in einer der zwei
entgegengesetzten Richtungen in den Ursprung, die zum Eigenraum T, gehort -
mit Ausnahme jener beiden Bahnen, die zum Eigenraum T, gehoren. Dies sieht
man so: der Fluss ist gegeben durch z1(t) = eMx(0), z2(t) = e*25(0). Wenn
x1(0) = 0 ist, lduft die Bahn fiir £ — oo - je nach dem Vorzeichen von x5(0) -
entlang der positiven oder negativen xs - Achse in den Ursprung. Wenn z5(0) = 0
ist lauft die Bahn je nach dem Vorzeichen von x1(0) entlang der positiven oder
negativen z; - Achse in den Ursprung. Wenn z;(0) > 0, 25(0) > 0 ist, verbleibt
die Bahn im ersten Quadranten, und zwar so, dass zf—g nach 0 geht, also miinden
diese Bahnen tangential zur x; -Achse in den Ursprung. Analoges gilt fiir Bahnen
in den anderen Quadranten. Im Fall (III) fiir A < 0 miinden alle Bahnen in einem
der zwei entgegengesetzten Richtungen in den Ursprung, die zum Eigenraum
Ty gehoren. Denn hier ist z1(t) = eM(x1(0) + tz2(0)), xo(t) = e*x5(0). Daher
sind wieder die positive und negative x; - Achse Bahnen, die fiir t — oo in
den Ursprung miinden. Wenn die Bahn in der oberen Halbebene startet, dann
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bleibt sie in der oberen Halbebene. Wenn ¢ hinreichend gross ist, ist x; () positiv,
also enden diese Bahnen im ersten Quadranten, genauer: sie erreichen diesen
Quadranten (von links) und verbleiben dann in diesem. Zur Zeit T = —% nach
erreichen dieses Quadranten erreicht z; ein Maximum und geht dann nach 0.
Weiters geht %Eg nach 0. Mithin miinden diese Bahnen tangential zur positiven
x1 - Achse in den Ursprung. In analoger Weise enden Bahnen, die in der unteren
Halbebene starten, im dritten Quadranten und miinden entlang der negativen
x1 - Achse in den Ursprung. Im Fall (IV) ist der Ursprung ein Sattelpunkt: die
positive (negative) x5 - Achse ist ein Orbit, der fiir t — oo ins Unendliche lduft
und fiir ¢ — —oo in den Ursprung. Bei der z; - Achse ist es umgekehrt. Alle
anderen Bahnen bleiben in ihrem jeweiligen Quadranten und erfiillen dort z5(t) =
|;”11—((t0))|§1:2(0) nebst x1(t) = eMx1(0). Daher geht xy(t) fiir t — oo nach Unendlich
und fiir £ — —oo nach Null. Im Fall (V) ist der Ursprung ein Spiralpunkt: Es
gilt (mit r* = 27 +23), dass r(t) = e*r(0). Desweiteren gilt fiir ¢ = tan™'22, dass
tan(¢(t)) = {Hec @Ol oder ¢(t) = Bt + ¢(0). Tm Fall (V) sind alle Bahnen
ausser dem Ursprung geschlossen, die Bahnen in (V,VI) laufen fiir § > 0 gegen
den Uhrzeiger. Siehe hand-out!

Wir betrachten als Anwendung den harmonischen Oszillator in einer Dimension:
§+wiq=0, ¢€R, w#0 (3.7)

Die Substitution p = ¢ liefert fiir den Vektor x = (gq,p) ein System der Form

x = Ax, wobei
0 1
()

Der Operator A hat die Eigenwerte A+ = 4+iw. Wir haben also Typ 3 mit a = 0.
Die Eigenvektoren konnen als ex = (1, fiw) gewéhlt werden. Fiir die Matrix S,
sodass A’ = STAS die Normalform

; 0 w
v=(L0)
hat, konnen daher als Spalten die Vektoren e = Re (e ) und f = Im (e, ) gewéhlt
werden, also
10

(0 2)

Dabher ist
. 1.
Al g AIgl g co§wt sinwt g1 _ cos‘wt —sinwt (3.8)
—sinwt  coswt —wsinwt  coswt

Also ist die Losung des Anfangswertproblems fiir die Gleichung (3.7) gegeben

durch '
sinwt

q(t) = coswt ¢(0) + q(0) (3.9)
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3.1.2 Inhomogene Systeme

Diese sind von der Form
x = Ax+ b(t), (3.10)

wobei b(t) ein vorgegebener, zeitabhéingiger Vektor in R" ist. Wir machen den
Ansatz
x(t) = eMy(t) (3.11)

Folglich ist x — Ax = e®y. Man erhilt daher (spezielle) Losungen von (3.10)
durch

t
x(t) = eAt/ e A'b(t))dt! (3.12)
to
Wie immer bei linearen Gleichungen kann die allgemeine Lésung als Linearkom-
bination von allgemeiner Losung des homogenen Problems und einer speziellen
Losung des inhomogenen Problems geschrieben werden. Bei gegebenen Anfangs-

werten fiir t = 0 erhalten wir

x(t) = eA'x(0) + /t AOb(t)dt! (3.13)

Die Natur des 2-ten Terms der r.S. in (3.13), z.B. dessen asymptotisches Verhalten
fiir ¢ — oo, hangt sowohl vom Typ von A als auch den Eigenschaften von b ab
(z.B. Stichwort: ”Resonanz”).
Wenn wir im Fall des harmonischen Oszillators von vorhin die dussere Kraft f(t)
vorgeben, also

G+wiq=f (3.14)

fithrt das zu einem b(t) der Form b; = (0, f), und aufgrund von (3.8) lautet die
q - Komponente des inhomogenen Terms in (3.13)

/%Eﬁﬁlﬁﬂwﬁ’ (3.15)

w

3.1.3 Lineare nicht-autonome Gleichungen

Lineare, nicht-autonome Systeme sind von der Form (siehe (3.2.6))
x = A(t)x+ b(t) (3.16)

Hier ist nur der Fall n = 1 einfach, da dann die A’s fiir verschiedenes ¢ trivialer-
weise miteinander kommutieren. Wir haben dann

T =a(t)x + b(t) (3.17)
Eine Losung fiir b = 0 lautet

2(t) = elo o)t (3.18)
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und die allgemeine homogene Losung ergibt sich durch Multiplikation von (3.18)
mit einer Konstanten, die gleich x( ist. Die volle Losung ist

t
2(t) = o)ty / F(t ) b(#)dt (3.19)
0

wobei )

F(t,t") = elvalt)dt” (3.20)
Angenommen, b(t) geht hinreichend schnell fiir ¢ — —oo nach 0, z.B. ist = 0
fiir t < —T'. Dann ist eine andere spezielle Losung die folgende

zr(t) = /t F(t, t")o(t")dt (3.21)

—0o0

Sei O(t) die Funktion mit ©(¢) = 1 fiir t > 0 und O(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Die Funktion
G(t,t") =0t —t)F(t,t) (3.22)

heisst (retardierte) Green-Funktion der Glg.(3.17). Die Losung z; schreibt sich
dann als

/ G(t, ) b(t')d¥ (3.23)

Da G nicht einmal differenzierbar ist, ist es schon gar nicht erlaubt, in (3.21)
unter dem Integralzeichen zu differenzieren. Wenn wir dies formal trotzdem tun,
wiire die Schlussfolgerung: Anwendung des linearen Operators 4 —a(t) auf G(t,t')
ergibt eine ”Funktion” §(¢,t') = §(t — ') mit der Eigenschaft, dass fiir alle Funk-
tionen b(t) die Relation [*°_6(t —¢')b(t')dt’ = b(t) gilt. Eine integrable Funktion
mit dieser Eigenschaft kann es nicht geben, denn angenommen, es giabe z.B. §(t),
sodass [~ 8(t)b(t)dt = b(0). Dann wihlen wir fiir b(¢) die Funktion

2
ce(t) = e @7 wenn |t| < e, ansonsten =0
Dann miisste gelten, dass [*°_d(t)cc(t)dt = e™'. Andererseits miisste, wenn §(t)
cine integrable Funktion ist, gelten, dass limo [*°_ 6(¢)ce(t)dt = 0 - ein Wider-
spruch. Im Rahmen der Distributionstheorie erhalten Objekte 0(t —') einen Sinn
(als lineares Funktional in einem geeigneten Funktionenraum). Diese konnen be-
liebig oft differenziert werden. Zum Beispiel ist die Ableitung der Funktion O(t),
definiert durch ©(t) = 1 fiir t > 0 und ©(¢) = 0 fiir ¢ < 0, im Distributionssinn,

gleich 6(t), denn:
/ o' (t)b(t)dt := — / O(t)b' (t)dt = b(0) (3.24)

Man kann sich das Funktional §(t) mit [~ 8(¢)b(t)dt = b(0) als Grenzwert einer
Funktionenfolge f, mit € > 0 Vorstellen mlt der Eigenschaft, dass lim._of.(t) =0
fiir t # 0 und [~ f6 t)dt =1 fiir alle € > 0.

Beispiel: Sei f(t) = = t2 . Wir haben f p fe(t)dt = [arctan——arctan ]. Folglich
ist [T fe(t)dt =1 und f fe(t)dt’ = ©(t). Mithin ist lim o fc(t) = ().
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3.2 Nichtlineare Systeme

3.2.1 Autonome Systeme erster Ordnung

Sei x € R™ und v;(x) (i = 1,...n) Funktionen der reellen Variablen x. Die v; seien
C'-Funktionen (stetig differenzierbar), d.h. die n? partiellen Ableitungen

0v;(x)
6xj

= @-vi(x) (325)

existieren und sind stetig. Ein autonomes System gewohnlicher Differenzialglei-
chungen 1.0rdnung (kurz: ”autonomes System”) ist ein Gleichungssystem der
Form

t; = v;(x) oder &; =v;(x;) oder x=v(x) (3.26)

Eine Losung des Systems (3.26) ist per Definition eine C'-Kurve, also eine stetig
differenzierbare Abbildung « : ¢t — x(¢) von einem Intervall I des R nach R",
sodass fiir alle t € I gilt:

x(t) = v(x(t)) (3.27)

Die Funktionen v; hat man sich also als Komponenten eines Vektorfelds zu den-
ken, und eine Losung als Kurve, deren Geschwindigkeitsvektor an jeder Stelle
der Bahn mit diesem Vektorfeld iibereinstimmt. Eine solche Kurve heisst auch
Integralkurve des Vektorfelds. Ein Beispiel fiir n = 2 wire das Geschwindig-
keitsfeld einer zeitunabhéngigen, idealen Fliissigkeit in der ebenen Hydrodyna-
mik. Einer Losung der Gleichung (3.26), genauer gesagt: der zu einer Losung
gehorigen Bildmenge {x € R?|z; = ~;(t), t € I}, entspricht die Bahn eines ein-
zelnen Fliissigkeitsteilchens. !

Manchmal ist das Vektorfeld nur in einer offenen Teilmenge €2 des R™ definiert.
Der Losungsbegriff modifiziert sich dann in der offensichtlichen Weise.
Angenommen, v hat einen Punkt X seines Definitionsbereichs als Nullstelle (z:B.
der Ursprung bei linearen Vektorfeldern (siehe Abschn.(3.1.1)) Dann heisst X
singuldrer oder Gleichgewichtspunkt. Die Bedeutung von X ist, dass man sofort
die folgende Losung von (3.26) angeben kann: x(¢) = X. Die zugehorige Bahn
besteht also aus dem einzigen Punkt X.

Verhalten unter Transformationen, Vektorfelder

Unter einer Transformation wollen wir eine C* - Abbildung f : z; € R" +— y; =
fi(xz;) € R™ oder zwischen offenen Teilmengen €2 und €' = f(Q2), die umkehr-
bar ist mit Umkehrabbildung ebenfalls C*. Daraus folgt, dass die x - abhiingige

! Allerdings ist die Grundaufgabe der Hydrodynamik nicht so sehr die uns hier interessierende
Bestimmung solcher Bahnen bei vorgegebenem Geschwindigkeitsfeld, sondern die Bestimmung,
unter gewissen physikalisch motivierten Bedingungen, des (i.a. zeitabhingigen) Geschwindig-
keitsfelds selber - und diese unterliegt einem System partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung, den sog. Euler-Gleichungen, siehe T1
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Matrix 0; f;(zx) nirgendwo singulér ist. Die (i.a. nichtlineare) Abbildung f kann
man sich als aktive Transformation vorstellen, aber auch als ”passive” Koordi-
natentransformation, z.B. im euklidischen R?® zwischen cartesischen Koordinaten
und Zylinderkoordinaten. Wir wollen, dass die Gleichung ”kovariant” beziiglich
all dieser Transformationen ist. D.h. wir wollen ein Transformationsgesetz fiir v,
sodass, wenn x(¢) Losung von (3.26) ist, die Bildkurve y(¢) = f(x(¢)) Losung des
transformierten Systems

vi = vi(y) (3.28)

ist. Die Kettenregel sagt, dass das der Fall ist, wenn

uiy) = ) _(9;£)(x)v;(x) . (3.29)

J

woraus folgt, dass

u(y) =Y @) E () (EH () (3.30)

J

Das ist gerade das Transformationsverhalten eines Vektorfelds, wie es in der Vek-
toranalysis gefordert wird.

Wir verwenden fallweise eine Schreibweise, die Vektorfelder als partielle Diffe-
rentialoperatoren erster Ordnung auffasst, also z.B. statt v = (v1,v9,...,v,) die

Notation 9

Diese hat vom Standpunkt der Differentialgeometrie eine tiefere Bedeutung. Fiir
uns ist sie eine niitzliche Buchhaltungsvorschrift. Zum Beispiel ergibt sich die
Transformationsformel fiir Vektorfelder aus (3.31) formal so: wir schreiben die
Kettenregel in der Form

0 0
J

Nunmehr setzen wir (3.32) in die linke Seite von
0 0

ein und lesen die Transformationsregel (3.30) ab.
Beispiel: Fiir den Wechsel zwischen cartesischen und Polarkoordinaten in der

Ebene gilt: r = /27 4+ 25 und ¢ = arctan?. Daraus ergibt sich

0 sing 0 0 ) 0 cosgp O
I - - .34
1 or r 0¢  Oxg sing or + r  O¢ (3.34)
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Man kann die Rechnung, die zu den Gleichungen (3.34) fiihrt, folgendermassen
auffassen. Wir betrachten die ”Koordinatenvektorfelder” 82 und 622, d.h. die
Vektorfelder mit den (konstanten) Komponenten (1,0) bzw. (0,1) im (xq,x2) -
Koordinatensystem. Thre Komponenten im (7, ¢) - Koordinatensystem errechnen
sich so: wir rechnen die partiellen Ableitungen 8%1 und % nach der Kettenregel
um und driicken die entstehenden Komponenten, die zunéchst in Termen von
(21, z2) aufscheinen, geméss x1 = rcos¢, xs = rsing durch die neuen Koordina-
ten (r,¢) aus. Sei das uns interessierende Vektorfeld nun das lineare Vektorfeld,

das zur Gleichung vom Typ (V) in Abschnitt (3.1.1) gehort, also

0 0
v = (ax; — fxg) pr + (Bx1 + axsg) pr (3.35)
Nach Einsetzen von (3.34) ergibt eine kurze Rechnung, dass
0 0
V:ar—+ﬁ—¢ (3.36)

Das Gleichungssystem fiir die Integralkurven lautet folglich in den neuen Koor-
dinaten

F=ar, ¢=20, (3.37)

und diese integrieren sich zu

r(t) = e*r(0), ¢(t) = ft + ¢(0) (3.38)
in Ubereinstimmung mit Abschnitt (2.1.1).

Symmetrien

Eine Transformation f heisst Symmetrie von v, wenn 9;(y) = v;(f(x)), also 2

S (0,5 (x)05(x) = vi(£(0) (3.39)
j
In diesem Fall ist mit jeder Losung x(¢) des Systems (3.26), auch f(x(t)) eine
Losung von (3.26).
Beispiel: Sei v das "lineare Vektorfeld” v(x) = Ax und f die lineare Abbil-
dung f(x) = Bx. Dann ist f eine Symmetrie des Vektorfelds v genau dann, wenn
[B,A] =0.
In der Physik kommen héufig kontinuierliche Familien von Symmetrien vor, d.h.
Transformationen f(e), die differenzierbar von einem reellen Parameter e abhéngen
und sodass f(0) = id bzw. £(0,x) = x. Sei f(¢) eine solche kontinuierliche Sym-
metrie von v. Dann folgt, mit der Definition
d

w=—| £ (3.40)

ZVergleiche: Eine Transformation f ist Symmetrie eines Skalarfelds @, wenn ®(x) = ®(f(x)).
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aus (3.39), dass
ij (0;v;) — vj(0jw;) = (3.41)

Das Vektorfeld [w, v] heisst die Lie-Klammer der Vektorfelder w und v.
Beispiel: Sei v von der Koordinate z; unabhéingig. Dann sind die Transformatio-
nen fi(e,x) = x1 + ¢, fae,x) = xa, f3(€,x) = x3,....fn(€,X) = z,, Symmetrien.
Das Vektorfeld w in diesem Fall hat die Komponenten w; = ;1.

Wir betrachten als wichtiges Beispiel ein Kraftfeld im orthogonalen R*: F = VU,
wobei U invariant unter einer Drehung ist, also U(Rq) = U(q) fiir ein R € SO(3).
Daraus folgt

Z%@U )(Rq) = (9;U)(q) oder (RTVU)(Rq) = (VU)(q) (3.42)

und daher, da RTR = E ist,

(0,U)(Rq) = Xy”aU (3.43)

Das heisst aber, dass das durch F = VU gegebene Vektorfeld unter der Drehung
y = Rx invariant ist. Sei U nun unter allen Drehungen invariant, also U(x) =
u(|x]). Dann muss F auch unter infinitesimalen Drehungen invariant sein. Das
heisst, in Anbetracht von (2.60), dass alle Vektorfelder v der Form v; = . I;x;,
wobei I;; + I;; = 0 ist, mit F verschwindende Lie-Klammer haben. Also muss
gelten, dass

> [0(8;0.U) — (8;U0)(8v:)] = 0 (3.44)

j

ist. Das wollen wir explizit nachrechnen: Nun ist ja U(x) = u(]|x||) und daher

&U: v U,, &@-U:x%u”—i—( J _xl'])u,

Il 1|12 [ ([P

und 0jv; = I;;. Indem wir all dies in (3.44) einsetzen, stellen wir fest, dass die
x;x; - Ausdriicke im ersten Term sich wegen der Antisymmmetrie von ;; zu Null
summieren und der d;; - Term sich mit dem zweiten Ausdruck in (3.44) weghebt.
Also ist (3.44) bewiesen.

Folgendes ist ein zentrales Beispiel fiir Symmetrie in der Physik:

Sei n = 6 mit z; = (¢,p) € R* x R®. Unter R? ist hier wieder der orthogonale R?
verstanden. Sei U eine Funktion von q. Die Gleichungen

4=—p p=-VU (3.45)
m

sind dquivalent zu den Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir ein Punktteilchen
der Masse m im dusseren Potential U (siehe néchster Abschnitt). Wenn nun U

version 30/01/2008 40



3.2. NICHTLINEARE SYSTEME KAPITEL 3. ODE’S

wie vorhin invariant unter einer Drehung ist, dann ist v unter der Transformation
f(q,p) = (Rq, Rp) invariant. Wenn U sphérisch symmetrisch ist, muss daher das

Vektorfeld 5 :
W = L | ¢i— +pi—) 3.46

J

wobei I ein beliebiger antisymmetrischer Operator im R? ist, eine kontinuierliche
Symmetrie sein, d.h. es gilt [w,v] = 0. Wir lassen die Rechnung aus.

Erhaltungsgrossen

Eine Funktion ® : R” — R heisst Erhaltungsgrosse fiir das System (3.26), wenn

v(®) =) ui(x) 0:0(x) =0 (3.47)

i

Beispiel: Sei v das Vektorfeld im R? gegeben durch v = —50; + x,0,. Dann ist
die Funktion ®(x) = ||x||? erhalten.

Erhaltungsgrossen sind ”erhalten” in dem Sinn, dass sie - entlang jeder Losung
von (3.26) - konstant sind, d.h. £®(x(t)) = 0, sofern x(t) die Glg. (3.26) erfiillt.
Beweis: Kettenregel! Es ist leicht, Erhaltungsgrossen anzugeben, wenn man schon
alle Losungen von (3.26) kennt. Der interessante Fall ist, wenn man Erhaltungs-
grossen schon vor dem Lésen von (3.26) kennt®. Man kann dann die Zahl der
abhéngigen Variablen in (3.26) verringern, und das geht so:

Sei xp ein Punkt, sodass Vo (xo) # 0 ist, z.B. sei 9,,¢(xo) # 0. Dann kann man,
wegen des Satzes iiber implizite Funktionen (Analysis II), in einer Umgebung von
xg die Gleichung ®(z4, x, ..., x,) = y, nach z,, auflésen, d.h. es gibt eine Funk-
tion F(x1, T2, ..o, Tn_1,Yn), sodass ®(x1,za, ..., F(21,Ta,...>Yn)) = yp ist. Wir
fithren statt (z1,xs,...z,) die neuen Koordinaten vy, = 1, yo = X9, ..., yp =
®(xy1, w9, ....7,) ein. Die Umkehrabbildung lautet x; = 31, x2 = 4o, ..., T, =
F(y1,..,yn). Das Vektorfeld v in den neuen Koordinaten lautet

1Yty ey Yn) = 01(Y1s ooy F (Y1, oy Un)), 02(Y1s ooy Un) = 02(Y1y ooy (Y1, ooy Yn))s -
und U, (Y1, Y2, - Yn) = Zj 0;®(x1, xa, ... ) vj (21, g, ....p) = 0 wegen (3.47).
Geometrisch gesprochen, ist das Vektorfeld v tangential zur Hyperfliche & =
®, = const, und die neuen Koordinaten sind dieser Hyperfliche ”angepasst”. Ein
Beispiel ist die Energiehyperflache im Phasenraum der klassischen Mechanik. Wir
konnen nunmehr einen fixen Wert y, = ®; annehmen und das reduzierte Glei-
chungssystem (i = 1,2,..,n — 1)

Ui = Ui(yla Y253 Yn—1, F<y17y27 e Yn—1, (I)O)) <348)

integrieren.
Beispiel: R* = {(¢,p)}, v = ;:p0y — U'(q) 9, und ®(q,p) = 5.p* + U(q) ist

3Dies hingt sehr oft mit dem Vorliegen von kontinuierlichen Symmetrien zusammen.
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erhalten. Wir folgen der obigen Prozedur, indem wir die Variablen (¢, p) durch
y1 = qund yo = ®(q,p) = ﬁpQ + U(q) ersetzen. In der Ndhe von Punkten (q, p),
fiir die p # 0 ist, z.B. p > 0, ist die Funktionalmatrix

oy Ou
88% aaip _ < 1 0 >
= 52 Ule) &
invertierbar und die Umkehrabbildung existiert und ist durch ¢ = y; und p =
1
2m(y, — U(y1))]2 gegeben. Nun gilt 9, = 9,, + U’0,, und 9, = £ 0,,, sodass

m

N

b / b / , D [Qm(y2 U (y1>>]
v %) U'o. = o, +UNO, —U =0, = 0, 4
m q p m ( Y1 ) Y2 m Y2 m Y1 (3 9)

In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie verbleibt daher einzig die Glei-
chung

Y1 = [% (‘I’o - U(yl))] ’ (3.50)

zu integrieren.

3.2.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir geben diesen Satz hier nur etwas informell wieder und verzichten auf einen
Beweis.

Satz: Sei das Vektorfeld v(x) in einem offenen Gebiet € des R™ differenzierbar
und xo € . Dann gibt es in €2 eine eindeutige Kurve, die die Gleichung x = v(x)
16st und die Anfangsbedingung x(0) = x, erfiillt. (Insbesondere kénnen sich diese
Kurven niemals kreuzen.)

Warnung: Der Satz sagt nicht, dass die Kurve x(t) fiir alle Zeiten ¢ existiert: die
Kurve kénnte in endlicher Zeit den Bereich €2 verlassen. Ja, selbst wenn €2 = R"
ist, kann es passieren, dass das Vektorfeld im Unendlichen so schnell anwéchst,
dass das Teilchen in endlicher Zeit ins Unendliche katapultiert wird.

Beispiel: Sei n = 1 und v(x) = v(z) = 2% Dann erfiillt die Kurve z(t) = T
die Gleichung mit der Anfangsbedingung z(0) = z¢ > 0. Die Kurve ist nur fiir
t € (—00,1/x0) definiert. Wir haben lim; , o, = 0 und limy_,,/,, = co. Ein fiir
t = 0 auf der positiven Zahlengeraden bei x( startendes Teilchen fliegt also fiir
t — 1/xo nach +o0.

Zur obigen - lokalen - Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit kommt eine iiber
"lokale Stabilitéit”, die sehr informell so lautet: Wenn wir die Losungen x(t)
der Gleichung (3.27) zu den Anfangsbedingungen x.(0) = x, betrachten und x.
hingt stetig von € ab, so hingen, wenn ¢ ein fester Punkt im Definitionsbereich
aller x.’s ist, auch die Punkte x.(f) stetig von e ab. Wir werden diese Sitze hier
nicht beweisen. Thre Giiltigkeit ist aber aus folgenden Griinden sehr plausibel:
Im linearen Fall haben wir die Sétze tatsédchlich bewiesen, und sogar mehr: wenn
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2 = R", waren die Losungen fiir alle —oo < t < oo definiert.

Ein weiteres Argument ist die Existenz einer Version, in der ein diskreter Zeit-
schritt, z.B. At, vorgegeben wird, innerhalb dessen die ”Lésung” als linear ange-
nommen wird, und zwar so:

X1 = Xo + V(X0) At, X2 = X1 + V(X1) Al, ..., Xnt1 = Xn + V(Xpn) At. Dies heisst
" Fuler-Diskretisierung”. Unter gewissen Umstdnden konvergiert diese im Limes
At — 0 gegen eine Losung der Gleichung x = v(x).

Als Beispiel nehmen wir die lineare Gleichung ¢ = z in R mit z(0) = z als AB.
Wir teilen das Intervall [0,¢] in n gleiche Teile, d.h. At = L. Dann ist z,4; =
Ty + T, At = (1 + At)z, = (14 At)"zg oder z, = (1 + At)"zo = (1 + L) .
Also ist limy, o0 T (t) = limy, 00 (1 + %)”:L‘o = €'z, wie es sein muss.

Schliesslich konnte man sich die Losung x(t) als Taylorreihe um ¢ = 0 vorstellen.
Man sieht dann, dass bei gegebenem xq alle Taylorkoeffizienten rekursiv berech-
net werden kénnen, z.B. gilt 2;(0) = vi(xo), £:(0) = >_; #;(0)(9;vi)(%0),%:(0) =
3, 85 (0)(@0)(x0) + 32, 25 (0)(0)(Bkdyvs) (o). usw)

Der obige fundamentale Satz gilt im wesentlichen auch fiir nicht-autonome Sy-
steme, also solche von der Form

x = v(t,x) (3.51)

(sieche auch Abschnitt (3.2.6)). Das heisst, gegeben ein Anfangswert xq: dann
existiert ein offenes Intervall I, das 0 enthilt, sodass x(t) fiir alle ¢ € I die Glei-
chung (3.51) erfiillt und x(0) = xg ist. Eine analoge Aussage gilt natiirlich, wenn
die ” Anfangszeit” t = 0 durch einen anderen Zeitpunkt ¢, ersetzt wird. Wir er-
klaren, wie man im Prinzip nicht-autonome Systeme auf autonome zuriickfithren
kann®. Die Idee ist, die unabhiingige Variable ¢ auf der r.S. von (3.51) zu einer
abhéngigen zu machen. Und zwar ersetzt man (3.51) durch das (n + 1) - dimen-
sionale System mit der AB x(0) = xo durch

d—XZX—V(XS) @
a — — D dt

mit der Anfangsbedingung x(0) = xg, $(0) = 0. Wegen der 2. Gleichung in (3.52)
gilt dann s = ¢, und wir haben eine Losung des urspriinglichen Systems.

Was aber autonome Systeme unterscheidet, ist diese Eigenschaft: wenn x(¢) eine
Losung ist, dann auch y(t) = x(t+s) fiir alle s, sodass ¢+ s im Definitionsbereich
von X liegt. Dies hat zur Folge, dass das nicht-lineare Analogon der Familie g;
von Abbildungen aus (3.1.1) ebenfalls die Gruppeneigenschaft

§=1 (3.52)

85 0 8t = Bs+t (353)

Zur Erinnerung: g,(x) ist der Bahnpunkt y(s) mit der Anfangsbedingung y(0) =
x. Der Beweis geht so: wenn wir die linke Seite von (3.53) auf den Punkt x

4Wir sagen "im Prinzip”, weil das nicht unbedingt der beste Weg ist, in einem konkreten
Fall eine nicht-autonome Gleichung zu 16sen.
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anwenden, liefert sie den Bahnpunkt, der fir s = 0 durch g;(x) geht. Nun be-
schreibt g, 4(x) wegen der obigen Eigenschaft autonomer Systeme ebenfalls eine
Losungskurve des Systems. Da diese weiters fiir s = 0 die selbe Anfangsbedingung
erfiillt, wie die linke Seite, miissen wegen des Eindeutigkeitssatzes beide Seiten
iibereinstimmen.

Bemerkung: Aus (3.53) folgt, dass g; invertierbar ist. Und zwar gilt (g;)™! = g_;.

3.2.3 Stabilitat

Wir haben frither erwdahnt, dass in einem Fix- oder Gleichgewichtspunkt X des
Vektorfelds, also v(X) = 0, die konstante Kurve x(¢) = X eine Integralkurve
ist. Der Eindeutigkeits-Teil des obigen Satzes gestattet nun, von dieser als DER
Losung zum Anfangswert X zu sprechen. Es stellt sich die Frage nach der Sta-
bilitat dieses Gleichgewichtszustands, genauer nach dem Verhalten von Bahnen,
die in der N#he von X starten, fiir sehr spéte Zeiten. (Fiir kurze Zeiten sagt das
obige Resultat, dass die Bahn in der Néhe von X verbleibt.) Fiir ¢ — oo konnte
die Bahn sich z.B. von X weit entfernen, in der Néhe bleiben, oder sogar asym-
ptotisch gegen X streben. Wichtiges Mittel dafiir ist die Linearisierung von x = v
an der Losung x(t) = X. Diese ist folgendermassen definiert: wir denken uns ei-
ne l-parametrige Familie x(\;¢) von Losungen mit x(0;t) = x(t) = X. Mit der
Definition

() = x| (3.54)
und der Matrix
(A)ij = (95vi) () (3.55)
ergibt sich aus x = v, dass '
£ =A¢ (3.56)

Die allgemeine Stabilititstheorie kénnen wir hier nicht behandeln®. Aber z.B. sagt
ein allgemeiner Satz, den wir nicht beweisen, dass, wenn alle Eigenwerte von A
negativen Realteil haben, das Verhalten fiir grosse positive Zeiten von Lésungen
von x = v, die nahe bei X starten, dem der Losungen von (3.56) entspricht. Ins-
besondere gilt, dass lim;_,,, x() = X ("asymptotische Stabilitat”)

Beispiel: Die Bewegungsgleichung des ebenen Pendels mit Dampfung I' > 0 lautet

0 + 2I'0 + w?sing = 0 (3.57)

Mit der Bezeichnung x = (6, %) und ¢ = 6 ist die Gleichung (3.57) dquivalent zu
X = v, wobei

v =10y — (w?sind + 2I') Iy (3.58)

5Einfach ist nur der Fall n = 1, siehe nichster Abschnitt.
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Fiir (6,4) = (0,0) hat v einen Gleichgewichtspunkt. Die Matrix A lautet

0 1
—w? =2 ’

und daher ist die Gleichgewichtslage asymptotisch stabil. Anders verhélt es sich
mit der durch (,1) = (7, 0) gegebenen Gleichgewichtslage. Hier ist die entspre-
chende Matrix A gleich
0 1
( w? —2r ) ’

und das obige Stabilitédtsresultat ist nicht anwendbar.

3.2.4 Nichtlineare ODE’s fiir n =1

Hier ist x =z € R und
T =wv(x), (3.59)

wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass v in ganz R definiert ist. In
jedem Intervall, in dem v # 0 ist, ist die Umkehrfunktion von ¢(z), gegeben

durch v g
t= / v (3.60)
0 V(Y)

eine (und daher: die) Losung von (3.59) mit der Anfangsbedingung z(0) = xy,
sofern v(zg) # 0 ist. Wenn v(zg) = 0 ist, ist die Losung natiirlich z(t) = xo.
Sei nun wieder v(zg) # 0, etwa v(zg) > 0. Dann ist ¢(z) in (3.60) im grossten
Intervall [zg, X') definiert, sodass v(z) > 0 ist (insbesondere konnte X = oo sein).
Folglich existiert die Losung z(t) fiir ¢ im Intervall [0, T"), wobei

- / "y (3.61)

o v(Y)

Jetzt gibt es zwei Mdoglichkeiten.

a) X = oo, d.h. v ist fiir alle x > x( positiv. Hier ist der Definitionsbereich von
x(t) Unendlich - d.h. die Losung existiert fiir alle positiven Zeiten - genau dann,
wenn das Integral (3.61) divergiert (7' = o0o). Andernfalls® hat dieses Integral
einen endlichen Wert T', und die Losung existiert nur fiir 0 < ¢ < T. Das ist der
frither erwéhnte Fall, wo das Teilchen in endlicher Zeit ins Unendliche befordert
wird: dies setzt voraus, dass v(z) fiir  — oo hinreichend stark anw#chst’.

b) X < oo, also ist v(X) = 0: aus der Differenzierbarkeit von v(z) folgt, dass

lim,_, x o) konvergiert, insbesondere endlich ist. Folglich gibt es eine positive

-y

5Dass T nur divergieren oder endlich sein kann, liegt daran, dass es ein Integral iiber eine
positive Funktion ist: eine nicht-abnehmende unendliche Folge reeller Zahlen geht entweder
nach Unendlich oder hat einen Grenzwert.

"So ist z.B. fiir x9 > 0 das Integral f;; Z—?,j genau dann endlich, wenn k£ > 1.
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Konstante C', sodass im Intervall xg < y < X die Ungleichung % > XL_y gilt.

Daher ist T" = oo, und die Losung existiert fiir alle positiven Zeiten. Wir ha-
ben es hier mit einer Bahn zu tun, die sich dem Gleichgewichtspunkt X beliebig
annahert. Dass das unendlich lange dauern muss, folgt schon aus dem Eindeutig-
keits - Teil des fundamentalen Existenzsatzes.
Hinsichtlich der Abhéngigkeit der Losung x(t) vom Anfangswert xy bemerken wir
ohne Beweis, dass (@(®)
v(x(t

Do (1) o(0) (3.62)
ist, sofern v(zo) # 0, andernfalls ist klarerweise 0,,z(t) = 1.
Wir betrachten jetzt ein instruktives
Beispiel: Die sog. logistische Gleichung (x > 0)

t=uxz(l—2z), (3.63)

Man kann & = zx als das Reproduktionsgesetz einer Spezies auffassen und den
Term —z? als den Effekt, dass bei starker Zunahme der Zahl der Individuen
die Konkurrenz um Nahrung zunimmt, was die Reproduktionsrate absenkt. Die
Gleichung hat die beiden Gleichgewichtslagen © =0 und x = 1. Fiir 0 < zp < 1
muss gelten, dass lim; ., z(t) = 1. Die explizite Losung lautet

t

€
Wir betrachten noch die verwandte Gleichung
t=z(1—ex), €>0 (3.65)

Diese kann durch die ”Skalierung” =z = %y auf (3.64) zuriickgefithrt werden. Die
Losung zur Anfangsbedingung z(0) = zg mit 0 < 2y < % ergibt sich zu

et

l—exg +
e + ee

x(t) = (3.66)
Hier gilt natiirlich, dass limy . 2(f) = . Im Limes € — 0 geht z(t) gegen
T(t) = e'xg, wie es sein muss.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass die Bahnstruktur im Fall n = 1 ein-
fach ist: Bahnen laufen in den in ihrer Richtung néichsten Gleichgewichtspunkt
und, wenn es keinen gibt, ins Unendliche. Ersteres dauert unendlich lange. In
héheren Dimensionen ist die Situation wesentlich komplizierter: z.B. kann eine
Bahn asymptotisch gegen eine periodische Bahn streben (also insbesondere we-
der ins Unendliche, noch gegen einen Gleichgewichtspunkt laufen). Fiir n = 2
gibt es immerhin noch eine einigermassen vollstdndige Theorie, fiir n > 3 auch
das nicht mehr. Systeme mit n > 3 zeigen i.a. chaotisches Verhalten (was freilich

nicht heisst, dass diese Systeme einer mathematischen Behandlung unzugénglich
sind).
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3.2.5 n = 2: planare dynamische Systeme

Wir behandeln hier nur den Fall sog. Hamilton’scher Systeme. In Anlehnung an
die Mechanik schreiben wir (21, x2) = (¢, p) und nehmen an, dass es eine Funktion
H(q,p) gibt, sodass vy = 0,H und vy = —9,H. Das Gleichungssystem lautet also

¢ = (0,H)(q,p), p=—(9,H)(q,p) (3.67)

Fundamental ist die folgende Beobachtung: H ist eine Erhaltungsgrosse fiir das
System (3.67). Denn

G0,H + pO,H = (9,H)(9,H) — (8,H)(8,H) = 0 (3.68)

Der folgende Einschub ist etwas schwieriger und daher optional.

Einschub: Formel und Satz von Liouville*

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Systems (3.67) ist, dass v divergenzfrei ist,
denn
81?)1 -+ 821)2 = 8q8pH — apaqH =0 (369)

Die Bedeutung dieser Aussage beruht auf folgender Formel von Liouville. Sei
Q ein endlicher Bereich in R? Sei weiters €(¢) das Bild dieses Bereichs unter
dem Fluss eines Vektorfelds v, m.a.W. €(t) = g:(€2), wobei g;(x) (siehe 3.2.2)
definiert ist durch g, = v(g;) und go(x) = x. Sei V(¢) definiert durch

V(t) = / dq' dp’ (3.70)
Q(t)

Dann gilt
V(t) = / (divv) dg dp (3.71)
Q(t)
Wir fiihren im Integral in (3.70) die neue Integrationsvariable (g, p) ein gemiss

x' = (¢,p) = gi(x) = g:((¢,p)). Dann ergibt die Regel fiir das Verhalten von
Integralen unter Transformationen, dass

V(t):/ dq’dp':/
Q(t) 2(0)

Wir wollen die rechte Seite von (3.72) unter dem Integralzeichen nach ¢ differen-
zieren. Wir benutzen zunéchst die Formel (siehe Ubungen)

dgi(x)
8acj

dqdp (3.72)

9, detA = detA tr(A™*A) (3.73)

und g = v(g). Daraus folgt, dass

= % _ S0, (x) (0y) (&) (3.74)

(A)y = oz, 2
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und somit

r(ATTA) =) (Geon) (8(x)) - (3.75)

k
Dabher ist

dgi(x) /
Ea dqd §a dq d
/ﬂ(o Uk ) (8 (x ‘a qdp = woe) (¢, p') dg’ dp’
(3.76)

wobei wir im letzten Schritt wieder die Transformationsformel fiir Integrale be-
nutzt haben. Das beendet den Beweis von (3.71).

Wir schliessen aus (3.72), dass im Fall der Hamilton’schen Gleichungen (3.67) das
Volumen V' konstant ist. Dies ist der fiir die statistische Mechanik fundamentale
Satz von Liouville.

Eine kleine Anwendung im gegenwértigen Zusammmenhang ist, dass folgende
Situation unmoglich ist: Es gibt einen Gleichgewichtspunkt xg und dazu eine
Umgebung €2, sodass alle in €2 startenden Bahnen nach xg streben. Denn dann
miisste gelten, dass lim; .., V() = 0, im Widerspruch zu V(t) =0.

Die fiir die Physik wichtigste Gruppe Hamilton’scher Systeme sind die von der

Form )

H= % +U(q) (3.77)

(Teilchen der Masse 1 im dusseren Potential U). Bahnen liegen auf Niveaulinien
der Funktion H : (¢,p) € R?* — H(q,p) = %2 + U(q) € R. Anders ausge-
driickt: Jede Bahn liegt auf einer durch H~'(F) gegebenen Kurve. (Vergleiche:
”Hohenschichtlinien”.) E ist der konstante Wert von H entlang dieser Bahn.
Beispiel 1: Das Potential U(q) sei "vom Typ einer Parabel”, d.h. konvex, d.h.
U” < 0. Dann gibt es genau ein Minimum fiir ¢ = ¢ und die Gleichung E = U(z)
hat fiir £ > F = U(q) genau 2 Losungen a(E) und b(E), und es gelte U'(a) < 0
und U’(b) > 0. Dann sind die Mengen H!(E) geschlossene Kurven: der einzelne
Punkt (¢,p) = (¢,0) fiir E = E und fiir zunehmendes £ > E eine Folge ineinan-
derliegender, den Punkt (g, 0) enthaltender, Kurven vom Typ eines Kreises (keine
Selbstiiberschneidungen), gegeben durch p = £4/2(E — U(q)). Die entsprechen-
den Losungen sind Kurven (q(t), p(t)), die periodisch in ¢ sind®. Die Linge der
Periode ist

NGy e - @79
=2 / —_— 3.78
a(E) E— U(Q)

Der Integrand verhilt sich an den Grenzen wie (a — ¢)~2 baw. (b—¢)~2, konver-
giert also. Sei z.B. U(q) = # mit w > 0. Dann gibt es ein eindeutiges Minimum
bei ¢ = 0 und Energie £ = 0. Fiir E > 0 sind die Mengen H'(FE) die Ellipsen

8Hier ist streng genommen noch etwas zu beweisen, das wir spéter nachholen.
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p? + w?q* = 2E. Fiir T(E) erhalten wir die bekannte Formel

2 dg 2 (1 dy 21

_JETE E_w2q2 w _1\/1—y2 w

2

(3.79)

In diesem speziellen Fall ist also die Schwingungsdauer von der Energie un-
abhingig.
Beispiel 2: Ebenes Pendel ohne Démpfung (”Schaukel”). Hier ist (siche (3.2.3))
H = %2 — w?cosf. Den Phasenraum {(6,v)} stellt man sich am besten als Zylin-
der S' x R vor, in dem jeder der Punkte (—,6) jeweils mit (r, 0) identifiziert ist.
In diesem gibt es die 2 Gleichgewichtslagen (6,v) = (0,0) und (0,) = (m,0).
Diese haben die Energie £ = —w? bzw. E = w?. Die Struktur der Gesamtheit
der Bahnen ist folgende:
(i) E < —w?: keine Bahnen
(i) £ = —w?: ein Punkt, néimlich die stabile Gleichgewichtslage (0,0)
(iii) —w? < F < w?* H'(E) ist eine im Uhrzeigersinn durchlaufene geschlossene
Kurve mit (0, 0) in ihrem Inneren: diese entsprechen Schwingungen um die stabile
Gleichgewichtslage.
(iv) E = w?: bestehen aus 3 Komponenten, zunichst der instabilen Gleichge-
wichtslage (m,0). Weiters zwei offenen Kurve, die (—m,0) mit (7,0) (auf dem
Zylinder derselbe Punkt) verbinden, und zwar eine fiir ¢ > 0 von links nach
rechts und eine fiir 1 < 0 von rechts nach links: dies sind die 2 Kriechbahnen, die
fiir ¢ — oo und t — —oo in den instabilen Gleichgewichtspunkt laufen.
(v) E > w? H '(E) besteht aus 2 Komponenten, beides auf dem Zylinder ge-
schlossene Bahnen. Erstens nach rechts laufende fiir ¢ > 0, zweitens nach links
laufende fiir ¢» < 0. Dies sind die 2 Klassen von Bahnen, bei denen die Schaukel
"die volle Umdrehung macht”.
Wie in (3.2.1) erklért, reduziert sich das Problem auf die Integration der Glei-
chung (H = Hy = E)

i =2 -U(0) (3.80)
(Ende des Beispiels 2) Wir haben Komponenten von H!(F), die geschlossene

Kurven waren, mit periodischen Bahnen des dynamischen Systems identifiziert.
Hier ist aber noch etwas zu beweisen. Die zugehorige Formel, nadmlich

_ [ dq’
“ﬁ_lm 2(E-U(q) sy

macht zunéchst nur im Intervall 0 < ¢ < :7(E) Sinn. Die Umkehrfunktion hat
die Eigenschaft, dass

lim ¢(¢) = lim p(t) = lim ¢(¢) = lim p(t) =0 (3.82)

t—0 t—0 t_>5 t%%
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Wir setzen das im Intervall [0, 2] definierte (¢1(¢), p1(t)) in das Intervall [T, T
symmetrisch fort, also: (g2(t), pa(t)) = (q1(T'—t), —p1 (T —1)). Wegen p(£) = 0, ist
diese Fortsetzung stetig. Sie erfiillt weiters die Bewegungsgleichungen (warum?)
und (¢2(7"), p2(T)) = (¢1(0), p1(0)). Sie kann nunmehr periodisch fortgesetzt wer-

den.

3.2.6 Nicht-autonome Systeme und Gleichungen héherer
Ordnung

Es ist schon mehrfach angeklungen, dass Gleichungen hoherer Ordnung auf ein
System 1.0rdnung zuriickgefiihrt werden konnen. Wir betrachten hier zunéchst
Gleichungen der Form

2™ +a;(t) 2"V +ay(t) 2P+ a, () =0 (3.83)

Dies ist eine einzelne ODE n-ter Ordnung. Sie ist nicht autonom, wenn die Ko-
effizienten a; von t abhidngen. Durch die Substitutionen x1 = x, o = %, ...z, =
(™ sowie x = (1, Ty, ..z,,) erhalten wir

% = A(t)x (3.84)

wobel

A(t) = - (3.85)
0 1

_an . . . —a2 _al

Die nun folgenden Aussagen gelten, wenn nicht ausdriicklich auf (3.83) Bezug
genommen wird, unabhéngig davon, ob A(t) in (3.84) die Form (3.85) hat oder
nicht. Wir stellen zunéchst ohne Beweis fest, dass dieses Gleichungssystem fiir ge-
gebenes x(0) = xq fiir alle —co < t < 0o eine Losung besitzt und diese eindeutig
ist. Folglich hat auch die Gleichung (3.83) Losungen fiir alle —oco < t < oo, die
eindeutig sind, wenn x(0), #(0), ...z~ (0) vorgegeben werden. Beinahe evident
ist folgender

Satz: Die Losungen von (3.84) bilden einen n - dimensionalen reellen Vektorraum.
Beweis: Die reellwertigen Funktionen x : ¢t € R — x(t) € R", die Losungen von
(3.84) sind, bilden einen reellen Vektorraum V. Wir betrachten den Operator
B :V — R” der jedem x € V den Wert x(0) zuordnet. Diese Abbildung ist
surjektiv: das folgt aus dem Existenzsatz, ndmlich dass zu jeder Anfangs (End-)
Bedingung x, eine Losung existiert. Sie ist aber auch injektiv, denn der Kern von
B besteht nur aus der Nullosung von (3.84), wegen des Eindeutigkeitssatzes, qed.
Eine Basis von V heisst ein Fundamentalsystem fiir die Gleichung (3.84). Es gilt
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der (offensichtliche)
Satz: Vektorwertige Funktionen x;(¢) mit 1 < i < n in V bilden ein Fundamen-
talsystem genau dann, wenn die Funktion W, gegeben durch die Determinante

W = det[x;1(0), x2(0), ..., x,,(0)] (3.86)
ungleich 0 ist. Ebenso klar ist, dass diese Bedingung dquivalent ist mit
W (t) = det[xy(t), xa2(t), ..., x,(t)] = det M/(t) # 0 (3.87)

fiir irgendein t. Die Grosse W heisst Wronski-Determinante. Etwas expliziter
konnen wir folgendes sagen. Zunéchst gilt

[x1(t), Xo(t), ..., %, (t)] = A(¢) [x1(t), X2(t), ..., X (t)] (3.88)
Folglich ist (siehe (3.73))
W(t) = W(t) tr(M(E)M™(t)) = tr(A ()W () (3.89)

oder )
W (t) = elo AN y7 () | (3.90)

und der 1.Faktor auf der r.S. von (3.90) ist niemals = 0.
Diese Uberlegungen iibertragen sich natiirlich sinngemiss auf die Gleichung (3.83).
Beispiel: Seien z(t), y(t) Losungen der physikalisch wichtigen Gleichung

i+w(t)r=0. (3.91)

Dann ist W(t) = 2y — gz, und wegen des Fehlens eines Terms mit 1.Ableitung
in (3.91) gilt, dass tr(A(t)) = 0. Folglich ist in diesem Fall W (t) = 0, was man
auch direkt nachrechnen kann.

Wenn wir im Besitz eines Fundamentalsystems {x;(t)} sind, ist die Losung des
Anfangswertproblems fiir (3.84) leicht: Wir setzen

MQZE:m&@% (3.92)

und das Gleichungssystem x(0) = xg fiir die Konstanten «; hat eine eindeutige
Losung.
Wie 16st man die inhomogene Gleichung

% = A(t)x + b(t) (3.93)

mit der Anfangsbedingung x(0) = x¢ 7 Es geniigt, die spezielle Losung y(¢) von
(3.93) zu finden, die die AB y(0) = 0 erfiillt, und das geht so: wir suchen n

9Wir haben hier die Existenz von M1, also das Nichtverschwinden von W benutzt. Man
kann zeigen, dass die Formel (3.89) auch ohne diese Einschrinkung gilt.
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Losungen x;(t) von (3.84), die (x;),(to) = d;; erfiillen. Man kénnte auch sagen
wir betrachten die Operator-Differentialgleichung

G = AG (3.94)

mit der Anfangsbedingung G(ty) = E. Die Spalten der zu G gehorigen Matrix
bilden gerade die eben eingefiihrten Vektoren x;(¢), ....x,,(t). Der Operator G ist
eine Funktion G = G(t;ty) mit G(tg,to) = E. (Im autonomen Fall wiirde gelten,
dass G(t;1tp) nur von t — t abhéngt.) Wir bilden nun

y(t) = /0 "Gt () dt (3.95)

und erhalten
y(t) = /tA(t)G(t; Yb(t') dt' + G(t,t)b(t) = A(t)y(t) + b(t) , (3.96)

wie gewiinscht. Wir konnen diese Uberlegung auf die inhomogene Gleichung
™ 4 ay (1) 2™V £ ay(t) 2D - a, (t) = b(t) (3.97)

tibertragen, indem wir in (3.93) wie oben (3.85) benutzen und fiir b den Vek-
tor b(t) = (0,0,...,b(t)) einsetzen. Nun iibersetzt sich die inhomogene Losung
(3.95) in der Sprache der urspriinglichen Gleichung (3.83) folgendermassen: Sei
G(t, o) die (beziiglich ¢) Losung von (3.83) mit der Anfangsbedingung G(to,ty) =
0, G(to,to) = 07 ...G(n_1)<t0, to) = 1. Dann ist 10

y(t) = /0 G, £)b(t')dt! (3.98)

die Losung von (3.97) mit den Anfangswerten y(0) = 0,%(0) = 0, ...y~ (0) = 0.
Natiirlich lésst sich das auch direkt nachrechnen.
Bemerkung: Wenn die Koeffizienten a; zeitunabhéngig sind, hangt die ” Green-
Funktion” G(¢,t') nur von t — t" ab.
Wir betrachten zum Abschluss noch diesen, d.h. den zeitunabhéngigen Fall von
(3.83), also

2™ 4 a 2 L™ 4,2 =0 (3.99)

Der schnellste Weg zum Auffinden von Losungen ist der Exponentialansatz z(t) =
e*. Wir erhalten die Bedingung

QN =N+ N+, =0 (3.100)

19Die Funktion G(t,ty) ist nichts anderes als die (1,n)-Komponente von G(t,ts), also die
erste Komponente des Vektors x, (t).
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Die Funktion Q(A) in (3.100) ist nichts anderes als
QM) = (=1)"P(\) (3.101)

wobei (—1)"P(A\) = det(AE — A), d.h. P(\) das charakteristische Polynom des
Operators A in (3.85) ist (Beweis von (3.101) mindestens fiir n = 2,3 7).
Bemerkung: Es ist kein Zufall, dass eine Relation zwischen Q(\) und P(\) be-
steht. Denn der Ansatz z(t) = e bewirkt fiir (3.99) den Ansatz x(t) = ce
fir den konstanten Vektor ¢ = (1,),---A""1), und das fithrt zur Gleichung
(AE — A)c = 0, also der Eigenwertbedingung fiir den Operator (3.85) im zei-
tunabhéngigen Fall. Also gehort zu jeder exponentiellen Losung von (3.99) min-
destens ein Eigenvektor von A. Umgekehrt ist jeder Eigenvektor von A zum
Eigenwert A proportional zum Vektor ¢, und jede Komponente dieses Vektors
mal e ist Losung von (3.99).

Seien \;, ¢ = 1,...r die verschiedenen Eigenwerte von A. Dann gibt es natiirliche
Zahlen ¢, ...q,, sodass

Q) = A=A - (A= A" (3.102)

Es gilt, dass g1 + - - - + ¢ = n. Die Zahlen ¢; sind die algebraischen Vielfachheiten
der Eigenwerte \;. Da die Koeffizienten a; reell sind, ist zu jedem komplexen Ei-
genwert auch die komplex Konjugierte ein Eigenwert. Das fundamentale Resultat
ist dieses. Sei 0 < k < r; — 1. Wir betrachten folgende Funktionenfamilie. Fiir
\; reell, definieren wir ey ;(t) = tFeri!. Wenn \; komplex ist, sei fy;(t) = tFcos)t
und gy, ;(t) = t*sin\;t. Dann gilt der

Satz: Die allgemeine Losung der Gleichung (3.99) ist eine (eindeutige) Linear-
kombination der n Funktionen ey ;(t), fx.i(t), gr.i(t).

Beweisskizze: Wir kénnen die Gleichung (3.99) schreiben als

d d q1 d ar

wobei ) nunmehr als Operator aufgefasst wird, der Funktionen von R! nach
R! ineinander abbildet. Wichtig ist, dass alle Faktoren auf der r.S. von (3.103)
miteinander kommutieren. Entscheidend ist nun die Identitét

d k+1
(E - )\E) theM =0, k=0,1,.. (3.104)

Sei ¢t der Multiplikationsoperator mit der Funktion f(t) = ¢. Dann gilt wegen der
Leibniz-Regel, dass

d
— —)ME,t| =E 3.105
R (3.105)
und daher 4
{% — AE,tk] =kttt k=1,2,.. (3.106)
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ist. Folglich ist
d k+1 d k d
— —)\E tkeM = [ = — \E — —\E ) tFeM
(dt ) ¢ (dt ) (dt ) ¢
d k d
= (= - )\E t* [ — — \E Eth] eM
(i) ([ () o]

d k
= k|——)\E]| 1M
dt

Daraus folgt (3.104) unmittelbar. Es bleibt zu zeigen, dass die Funktionen im
obigen Satz linear unabhéngig iiber R sind, was dasselbe ist, wie dass die Funk-
tionen tFet mit k = 0,1, ...r; — 1, wobei \; reell oder komplex ist, linear iiber
C sind. Sei nun @; jenes Polynom, das aus () dadurch hervorgeht, dass der Fak-
tor (A — X\;)™ durch (A — X\;)"~! ersetzt wird und R; jenes Polynom, das aus Q
hervorgeht, indem der Faktor (A — \;)" weggelassen wird. Dann gilt, dass

d 0 wenn i # 7, 0 < k <y
Qi (d—> tke/\jt = 0 wenn 1 = j, 0<k<ri_q
! Ri(\) kleMt  wenni=j, k=r;— 1,

und die 3-te Zeile hierin ist ungleich Null. Daher folgt aus

ri—1

) cuntteM =0 (3.107)
i k

durch Anwendung von @); (%), dass ¢;,,—1 = 0 ist. In dhnlicher Weise zeigt man,
dass auch alle iibrigen ¢;;, gleich Null sind. Ende der Beweisskizze.
Beispiel: Wir betrachten die Gleichung

e@W 1420 £ 523 145 442 =0 (3.108)

Das charakteristische Polynom hat die Gestalt Q(A\) = A\*+4X3 +5\% 44\ +4 mit
Nullstellen —2, ¢ und —i. Nun ist Q'(—2) = 4(—2)3 + 12(—2)? + 10(-2) + 4 = 0.
Also ist —2 eine doppelte Nullstelle und Q(\) = (A + 2)*(A — i)(A + ). Die
allgemeine Losung von (3.108) ist also

w(t)=Ae® + Bte * + Ccost+ Dsint (3.109)

fiir Konstanten A, B, C, D. Die Losung eines AW-Problems mit vorgegebenen
2(0),#(0),2?(0), 2 (0) ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir A, B, C, D. Aus
der obigen Theorie folgt, dass dieses Gleichungssystem eindeutig losbar ist.
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3.2.7 Exakte Differentialgleichungen, Differentialformen

Wir behandeln hier, wegen des geometrischen Interesses und als Vorbereitung auf
die Funktionentheorie, ausnahmsweise einen speziellen Typ von nichtautonomen
ODE’s fiir n = 1, die durch Quadraturen, also explizite Integrale, gelost werden
konnen. Wir gehen aus von

. dxr  P(x,t)
YT Q)

Eine Differentialform 1-ten Grades (oder ”1-Form” oder ”Pfaff’sche Form”) im
R? ist ein Ausdruck der Art

(3.110)

w=A(x,y)dr + B(x,y)dy (3.111)

Sei v eine Kurve im R?, gegeben durch x = z(s),y = y(s). Dann ist die auf v
eingeschriankte Differentialform w|, gegeben durch

wly = [A(z(s), y(s)) 2"+ B(z(s), y(s)) ¥ |ds (3.112)

Man konnte sagen, der Ausdruck in eckigen Klammern in (3.112) ist das innere
Produkt, entlang der Kurve v, von w mit dem Tangentenvektor v = 2’ 9, + v’ 9,
an die Kurve 7. Das Integral von w iiber eine Kurve v (” Linienintegral”), die z.B.
die Punkte p; und p, verbindet ist definiert als das Riemann-Integral

/w:/ wly (3.113)
Y S1

wobei (s1) = p1 und ~y(sg) = po ist. Man rechnet leicht nach, dass das Linien-
integral einer 1-Form iiber eine Kurve von der Parametrisierung dieser Kurve
unabhingig ist und bei Anderung der Orientierung das Vorzeichen wechselt. Ins-
besondere kann man Integrale iiber geschlossene Kurven betrachten und schreibt
dann 357 w. Wenn eine geschlossene Kurve v einen Bereich D umrandet, gilt (Satz

von Stokes)
fw:%(Adx—i—de) :/(&EB—@yA)dxdy (3.114)
Y Y D

Eine Differentialfom w heisst geschlossen, wenn der Integrand des Flachenintegrals
auf der r.S. von (3.114) verschwindet, also

0, B = 0,A (3.115)
Eine 1-Form w heisst exakt, wenn es eine skalare Funktion F'(x,y) gibt, sodass
Az, y) = 0, F(z,y), B(z,y)=0,F(z,y) (3.116)
Man schreibt (3.116) auch in der Form
w=dF = 0,Fdz+ 0,F dy (3.117)
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Die geometrische Bedeutung von (3.117) ist diese: fiir jede Kurve, die etwa Punkte
pp und po verbindet, hingt das Integral fww nur von den Endpunkten ab, denn
J,w=F(p2) — F(p1). Insbesondere ist § w = 0 fiir alle geschlossenen Kurven.
Wenn w auf ganz R? definiert ist, folgt aus der Geschlossenheit die Exaktheit, und
zwar gibt die folgende Formel eine explizite Konstruktion fiir F' bei gegebenem
w. Sei w im ganzen R? geschlossen'!. Dann definieren wir

F(x,y):/o [ A(te, ty) = + Btz ty) ydt (3.118)

Beweis: Es gilt, dass

1 1
O F(x,y) = / Atz ty) dt + / tlx 0, A(tx, ty) + y 0. B(tx, ty) | dt  (3.119)
0 0

Unter Verwendung von (3.115) schreiben sich 2.ter und 3.ter Term in (3.119) als

1 1

1
/t[x@mA(tx,ty)—i—y@yA(t:v,ty)]dt = /tiA(tx,ty)dt = [tA(tx,ty)]é—/A(tx,ty)dt
0 0

o dt

(3.120)
Einsetzen von (3.120) in (3.119) ergibt die erste Gleichung in (3.116). Der Beweis
der zweiten Gleichung in (3.116) ist analog.
Oft ist aber w nur auf einer offenen, zusammenhingenden Menge D C R? defi-
niert, und dann ist die Situation komplizierter. Zundchst kann man zeigen, dass
die Bedingung, es moge fww = 0 fir alle geschlossenen Kurven v sein, auch
hinreichend fiir die Exaktheit einer geschlossenen 1-Form w ist. Wenn nun eine
geschlossene Kurve v einen offenen Bereich berandet, in dem w geschlossen ist, ist
das offenbar der Fall, wie der Satz von Stokes zeigt. Es kann aber sein, dass w in
einem Bereich D definiert ist, in dem nicht alle geschlossenen Kurven ein Gebiet
beranden. Es folgt ein typisches Beispiel fiir dieses Phéinomen. Sei 2 = R?\{0}

und w = —4% dx + -5 dy, wobei r? = 2% + y2. Die 1-Form w ist geschlossen, denn
Oy(—%) = # = 0,(%). Aus dem Satz von Stokes folgt nun, dass fyw gleich

Null ist fiir jede geschlossene Kurve, die den Nullpunkt nicht umschliesst. Sei
v aber ein Kreis um den Ursprung mit Radius R, der im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufen wird, also x = Rcoss, y = Rsins mit 0 < s < 27. Dann ist

2

1

%w = / o (cos? s + sin? s) R%ds = 2 (3.121)
¥ 0

Aus dem Satz von Stokes folgt, dass, nicht nur fiir den obigen Kreis, sondern

fiir alle gleich orientierten geschlossenen Kurven, die den Nullpunkt einmal um-

schliessen, das Integral fv w den Wert 27 hat.

HDas folgende Argument erfordert genaugenommen lediglich, dass Q sternférmig beziiglich
des Nullpunkts ist.
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Schliesslich betrachten wir das Beispiel einer geschlossenen 1-Form w, die ebenfalls
nur in R?\{0} definiert ist, aber trotzdem exakt, und zwar w = o (v dz+y dy).
Diese 1-Form erfiillt w = dF mit F = 3 log(z? + y?).

Wir kehren zur Gleichung (3.110) zuriick. Angenommen, es ist

0,Q+0,P=0 (3.122)
Dann ist die 1-Form gegeben durch
w = Qdx — Pdt (3.123)

exakt. Nun gehort zu jeder Funktion x(¢), die die Gleichung (3.110) lost, eine
Kurve v im R? mit (z(s),t(s)) mit 2'(s) = 2(¢(s)) t'(s), sodass w|, = 0 ist. Diese
Bedingung it wiederum &quivalent mit der Forderung, dass v eine Niveaulinie der
Funktion F ist!2.

Die Funktionen P, @ in der Gleichung (3.110) sind natiirlich nicht eindeutig. Man
kann versuchen, beide mit derselben Funktion R(z,t) (”integrierender Faktor”) zu
multiplizieren, sodass P’ = R P und )’ = R die Bedingung (3.122) erfiillen. Es
zeigt sich, dass das (in hinreichend kleinen Umgebungen im (z,t) - Raum) immer
moglich ist. Dummerweise ist aber das Auffinden eines integrierenden Faktors im
allgemeinen gleich schwer wie das urspriingliche Problem, nédmlich die Gleichung
(3.110) zu losen.

12Die Funktion —F ist nichts anderes als eine Hamilton-Funktion des autonomen Systems
=Pt =Q
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Kapitel 4

Komplexe Analysis

4.1 Komplexe Zahlen

Elemente 2z € C sind Paare reeller Zahlen, geschrieben als z = a + b, wobei
a,b € R sind. Wir schreiben a = Rz und b = S z. Komplexe Zahlen werden nach
der Regel z+ 2" = a+d' +i(b+ V') addiert. Die Menge C ist also als Vektorraum
identisch mit R2. Sie hat aber weiters die Moglichkeit einer Multiplikation, die
durch die Regel 22’ = aa’—bb'+i(ab’ +ba’) erklart ist. Multiplikation und Addition
geniigen den iiblichen Rechenregeln. Weiters gilt, dass (0+14)% = —1+1 0 ist, kurz:
i? = —1. Jedes Element z # 0 hat genau ein Inverses 27!, das durch 271z = 1
definiert ist. Explizit erhalten wir
1 a i b

= - 4.1
PR RN 2 (4.1)

Die komplex Konjugierte Z einer Zahl z = a + ib ist definiert als Z = a — ib. Die
Norm |z] = 2z = Va2 + b? stimmt mit der euklidischen Norm im R? iiberein.
Insbesondere gilt, dass

24 2] < |2l + 12 (4.2

Ausserdem ist
/‘ _

|211='] (4.3)

|2z

4.2 Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe ist ein Ausdruck f(X) der Art f(X) = > . a, X",
wobei die Variable X und die Koeffizienten a,, komplexe oder reelle Zahlen sind.
Potenzreihen konnen addiert und miteinander multipliziert werden. Z.B. sind
die Koeffizienten ¢, der Potenzreihe (fg)(X), wobei f(X) = > .,a, X" und
g(X) =", 50 bn X" ist, gleich der endlichen Summe ¢, = Zk>07l>07k_+l:n aib;.

Man kann formale Potenzreihen auch ineinander einsetzen, also die Reihe f(g(X))
bilden. Wenn in f(X) = > .,a,X" die Koeflizienten ¢y = 0 und a; # 0
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sind, kann man eine eindeutige formale Potenzreihe fiir f~1(X') definieren, wobei
7Y f(X)) = X ist. Die Ableitung f’(X) einer formalen Potenzreihe ist natiirlich
gegeben durch f'(z) =Y o, na, X" .

Fiir den Begriff der Konvergenz und seine Verschirfungen (absolute Konvergenz,
gleichmiéssige Konvergenz) miissen wir auf die Vorlesung Analysis 1 verweisen. Sei
nun » ., a, X" eine Potenzreihe, die fiir Xy # 0 konvergiert. Dann konvergiert
>0 @n X™ absolut fiir jedes  mit | X| < |Xp|. Es gibt eine reelle Zahl, genannt
Konvergenzradius, p > 0, sodass Y om0 @n X fiir [ X| < p absolut konvergiert und
fir | X| > p divergiert.

Eine wichtige Formel fiir den Konvergenzradius ist

1o lim sup |an|% (4.4)
1% n—00

Wir bemerken, dass p gleich Null oder gleich co sein kann. Summe und Produkt
zweier Potenzreihen mit Konvergenzradius > p hat ebenfalls Konvergenzradius
> p. Die Ableitung f’(X) einer Potenzreihe f(X) hat denselben Konvergenzradi-
us wie die urspriingliche Potenzreihe und es gilt, dass limj, w = f(X).
Insbesondere ist ein Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises (bzw. Inter-
valls) unendlich oft differenzierbar. Die Koeffizienten einer konvergenten Potenz-
reihe bestimmen sich durch die fundamentale Formel

1 n
an = — ™) (0) (4.5)
Es folgt, dass eine Funktion f(X) hochstens eine formale Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius p # 0 hat. Fiir gegebene Funktion f(X) ist die Reihe > ., a, X"
daher die Taylorreihe beziiglich des Ursprungs.

n>0

Beispiele: Die Potenzreihe ) -, X™ konvergiert fiir [X| < 1 und divergiert fiir
| X] > 1. Es gilt 15 = > ,0 X"

4.3 Exp und Log

Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert durch die Reihenentwicklung
z 1 n

Sie hat Konvergenzradius p = co. Thre Ableitung ist d% e® = e*. Sie erfiillt, auch
im Komplexen, die fundamentale Relation

e e” = e (4.7)
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Weiters gilt, wenn y reell ist, dass e = e~® und daher, wegen (4.7),
le| =1 (4.8)
ist. Daraus folgt, dass e**% = e%e®¥ nirgends = 0 ist. Man sieht weiters, dass
eV = cosy +isiny (4.9)

und e = 1 < y = 2k mit k € Z. Schliesslich zeigt man, dass jede Zahl z € C
mit |z] = 1 in der Form z = €% geschrieben werden kann. Die reelle Zahl y ist
eindeutig bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27. Mithin kann
jede komplexe Zahl in ”Polarform” geschrieben werden, also

z=re?. (4.10)

Hier ist offensichtlich » = |z|. Der ”Winkel” ¢ heisst Argument von z, also ¢ =
argz.
Der komplexe Logarithmus log z ist fiir z # 0 definiert durch

log z = log |z| + 1 argz (4.11)

Der Logarithmus auf der rechten Seite von (4.11) ist der reelle Logarithmus.
Offenbar ist €'°¢* = » und modulo 27 gilt, dass log 2z’ = log z + log z’. Wegen
der Mehrdeutigkeit von argz macht (4.11) ohne weitere Einschriankungen keinen
Sinn als Funktion von z. Eine Moglichkeit dies zu tun ist, die r.S. von (4.11) auf
die rechte Halbebene Rz > 0 und argz = ¢ auf —7 < ¢ < 7 einzuschrénken. Die
dadurch definiert stetige Funktion ist der sog. Hauptzweig von log z. Man kann
argz auch stetig auf die entlang der negativen reellen Achse inkl. des Ursprungs
"aufgeschlitzte” komplexe Ebene ausdehnen. Der Bildbereich von argz ist dann
—m < argz < 7. Allgemein kann man eine beliebige radiale Halbgerade zum
Winkel ¢, 0 < ¢ < 27 inkl. des Ursprungs entfernen und auf dem verbleibenden
Gebiet der Funktion argz die Werte ¢ — 27w < argz < ¢ (modulo 27) geben. Jede
so definierte stetige Funktion argz definiert einen Zweig von argz und daher von
log z.

Wenn 2z und « komplexe Zahlen sind, definieren wir

2% = glogz (4.12)

Jeder Zweig von argz definiert einen Zweig von 2.

4.4 Analytische Funktionen

Eine in einer offenen Menge D in R oder C definierte Funktion f(z) heisst in D
analytisch, wenn ihre Taylorreihe bez. jeden Punkts von D konvergiert. Genau-

er: es gibt fiir jeden Punkt zq € D eine Potenzreihe ) ., a, X™ mit positivem
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Konvergenzradius, sodass

flz) = Z an(x —x,)" mit |z — xo| hinreichend klein (4.13)

n>0

ist. Fundamental ist der

Satz: Sei f(z) = >, anx™ eine konvergente Potenzreihe mit p > 0. Dann ist
f(z) analytisch in der Kreisscheibe (im Intervall) |z| < p.

Die Pointe dieses Satzes ist, dass sich f(x) beziiglich jeden Punktes im Konver-
genzkreis in eine Taylorreihe entwickeln ldsst. Weiters zeigt sich, dass der Kon-
vergenzradius dieser Potenzreihe > p — |z| ist, also so gross, dass die zugehorige
Konvergenzscheibe mindestens in die Scheibe |z| < p hineinpasst.

Analytische Funktionen sind unendlich oft differenzierbar. Folgende beiden Ei-
genschaften analytischer Funktionen gelten i.a. nicht fiir unendlich oft differen-
zierbare Funktionen.

Satz: Wenn zwei in einer offenen zusammenhéngenden Menge analytische Funk-
tionen in der Umgebung eines Punktes € D iibereinstimmen, dann stimmen sie
in ganz D {iberein. Weiters gilt der

Satz: Die Nullstellenmenge einer in einer offenen zusammenhéngenden Menge D
analytischen Funktion f ist diskret, es sei denn f verschwindet identisch.
Physikalische Zwischenbemerkung: Nach dem vorletzten Satz ist es insbesondere
fiir eine analytische Funktion unmdoglich, ausserhalb einer kompakten Menge zu
verschwinden, ohne identisch = 0 zu sein. Wenn wir physikalische Zusténde grob
in dynamische und Gleichgewichtszustédnde einteilen, ist plausibel, dass die er-
steren i.a. nicht durch analytische Funktionen beschrieben werden kénnen. Nun
werden, von der Punktmechanik abgesehen, physikalische Zustédnde in der Phy-
sik in der Regel durch partielle Differentialgleichungen charakterisiert, und zwar
dynamische in der Regel durch hyperbolische Gleichungen® und Gleichgewichts-
zustande oft durch elliptische Gleichungen. Und in der Tat kann man beweisen,
dass Losungen elliptischer Gleichungen (unter sehr allgemeinen Annahmen) ana-
lytisch sind, solche hyperbolischer Gleichungen i.a. nicht.

4.5 Holomorphie

Sei f(z) eine Funktion der komplexen Variablen z und ~ eine Kurve in C. Wir
kénnen, das Kurvenintegral f,y f(2) dz betrachten, wobei dz = dx + i dy gesetzt
ist. Wir kénnen f als Funktion der reellen Variablen z und y auffassen, und diese
wieder durch z und z ausdriicken geméss

dz =dzx + i dy, dz =dzr —idy . (4.14)

!Die Schrodingergleichung der Quantenmechanik nimmt hier eine Sonderstellung ein.
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Also gilt
dx = %(dz + dz2) dy = Zl(dz —dz2) (4.15)
0
Folglich ist
df =0, fdx+0,fdy=0,fdz+0:fdz, (4.16)
wobei ] ]
Wenn wir andererseits f = P + ¢ Q) setzen, ist
w=fdz=Pdr—Qdy+i(Qdx+ Pdy) (4.18)

Die Geschlossenheit der Differentialform w ist dquivalent mit
OyP = -0,Q 0,Q) = 0, P (4.19)

und diese wieder mit

0:f =0 & Opf +i0,f =0 (4.20)

Die Gleichungen (4.19) heissen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.
Wir erwdhnen den wichtigen, leicht nachpriifbaren Umstand, dass die reellen
Funktionen P und ) harmonisch sind, also der 2-dimensionalen Laplacegleichung
gentgen.

Satz: Sei f(z) eine Funktion der komplexen Variablen z in einem offenen Ge-
biet D C C. Dann sind folgende zwei Bedingungen gleichwertig: (i) f ist eine
differenzierbare Funktion der reellen Variablen x und y und erfiillt iiberdies die
Bedingung (4.20). (ii) Die Funktion f ist "komplex differenzierbar” oder holo-
morph, d.h. der Limes

lim existiert
h—0
h+#£0

flz+h) - f(z)
h

fiir alle z € D, wobei h eine variable komplexe Zahl ist. Wir sehen also, dass vom
reellen Standpunkt die komplexe Differenzierbarkeit zusétzlich zur reellen Diffe-
renzierbarkeit die Integrabilitéitsbedingungen (4.20), also die Geschlossenheit der
Differentialform w, beinhaltet. Wichtiges Beispiel einer iiberall reell differenzier-
baren, aber nirgends holomorphen Funktion ist F'(z) = Z.

Die Bedingungen (4.20) bewirken den

Satz: Sei f(z) eine holomorphe Funktion in einem offenen Gebiet D. Dann ist
w = f(z) dz geschlossen.

Umgekehrt gilt der

Satz: Sei f(z) in D stetig und w = f(z) dz geschlossen. Dann ist f(z) in D holo-
morph.

Weiters folgt aus der Stokes’schen Formel der
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Satz: Wenn f(z) in D holomorph ist, gilt, dass fv f(2)dz = 0 fur jeden geschlos-
senen Weg ~, der sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen lésst.

Wir haben gesehen, dass die Holomorphie von f(z) dquivalent zur Geschlossen-
heit von f(z)dz ist. Was ist die komplexe Version des Begriffs der Exaktheit?
Es ist die Existenz einer Stammfunktion F(z), also einer komplexen Funktion,
sodass f(z)dz = dF = F'(z)dz. Diese Stammfunktion ist ebenfalls holomorph.
Und die Forderung der Exaktheit von w ist wieder &quivalent zur Bedingung,
dass fw f(2)dz = 0 ist fiir jeden geschlossenen Weg im betrachteten Gebiet. In
einfach zusammenhéngenden Gebieten von C, also in solchen, wo jeder geschlos-
sene Weg eine offene Menge berandet, ist somit die Holomorphie dquivalent mit
der Existenz einer Stammfunktion.

Beispiel 1: Die Funktionen f(z) = 2™, m > 0 sind holomorph in ganz C. Da
C einfach zusammenhéngend ist, besitzt sie auch eine Stammfunktion. Diese ist
natiirlich F(z) = —Lyzm+1,

Beispiel 2: Die Funktion f(z) = 1 ist offenbar holomorph in C\{0}. Dann ist
fw f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg, der den Ursprung nicht umschliesst.
Wenn andererseits v den Ursprung einmal umrundet, gilt

d
= o (4.21)

7Z

Dies folgt entweder aus (3.2.7) oder durch z = 7e'® und dz = ir €'® d¢, sodass

d 2
?{_z = / d¢ = 2 (4.22)
vy 0

Beispiel 2”: Die (eine) Stammfunktion des komplexen Logarithmus. Hier betrach-
ten wir das Kurvenintegral
d
/ i (4.23)
Yr,o Z

Der Weg 7,4 verbindet den Punkt z = 1 mit dem Punkt (r, ¢), wobei —7 < ¢ <7
und r > 0 ist. Und zwar geht der Weg zuerst entlang der positiven reellen Achse
und dann entlang des Kreises mit Radius r (wenn y > 0 im Gegenuhrzeigersinn,
ansonsten im Uhrzeigersinn). Das Ergebnis ist

d
/ ?Z =logr +i¢p (4.24)

Vr,é

Dies ist gerade der Hauptzweig des Logarithmus.

Beispiel 3: Die Funktionen f(z) = 2™ fiir m < —1 sind holomorph in C\{0},
aber nicht in C. Sie haben aber trotzdem eine Stammfunktion, und zwar F(z) =
172" Man kann auch explizit nachrechnen, dass j;v f(z)dz = 0 ist fiir einen

Kreis mit Radius R um den Ursprung, denn:

27
/ 2Mdz = iR™ ! / Mgy =0, m#—1 (4.25)
o 0
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Fiir das Folgende niitzlich ist dieser Sachverhalt: sei f(z) holomorph in D mit
0 € D und f(0) = 0. Dann ist die Funktion g(z), definiert durch g(z) = £ f(2)
fir z # 0 und ¢(0) = f’(0), holomorph in D. Fundamental ist die Cauchy’sche
Integralformel.

Satz: Sei f(z) in D holomorph und ~ ein geschlossener Weg, der den Punkt z, € D
einfach umschliesst. Dann ist

S

dz =2 4.26
) LEL de = omi ) (1.20
Beweisskizze: Man schreibt fz) = (Z; féz") + J;(Zgg und benutzt, dass der erste

Summand auf der r.S. holomorph ist.
Anwendung: Wir beweisen die Formel (a,b > 0)

2w
dt 2
= 4.27
/0 a?cos?t + b2sin’t  ab ( )

Dazu gehen wir aus von (4.21), wobei fiir v der Weg mit einer Ellipse als Bild
gewahlt wird, mit grosser bzw. kleiner Halbachse a bzw. b und Mittelpunkt im
Ursprung. Also ist v gegeben durch z(t) = acost +ib sint mit 0 < ¢ < 27 und

5 j{dz / —a* +v?) costs1nt+zab(51n t + cos®t)
™ =

dt, (428
a2 cos?t + b2sin’t ( )

woraus sich (4.27) ergibt.

Eine wichtige Konsequenz der Cauchy’schen Integralformel ist der

Satz: Sei die Funktion f(z) in der offenen Kreisscheibe |z| < R holomorph.
Dann hat sie in dieser Kreisscheibe eine konvergente Taylorentwicklung f(z) =
Y ns0 @n2" mit Konvergenzradius > R.

Man kann die Koeffizienten a,, von f(z) ausser durch (4.5) auch folgendermassen
darstellen. Im Ausdruck

1 " dz
)= 2—7”%% wenn |z| < R (4.29)
entwickeln wir, zunéchst nur fir [2| < |2/[, 2~ = L (142 +--- 2= +---). Daraus
folgt, dass
jf Iz = n>0 (4.30)

Wir bemerken, dass umgekehrt jede analytische Funktion komplex differenzier-
bar, also holomorph ist. Da aber nach dem vorangehendem Satz jede holomorphe
Funktion in einer ganz im Holomorphiegebiet liegenden Kreisscheibe eine kon-
vergente Taylorreihe beziiglich des Ursprungs hat, ergibt sich fiir unsere friihere
Diskussion des Analytizitatsbegriffs folgende Verscharfung: Sei f(z) in einem offe-
nen Gebiet D analytisch und 2y, € D. Dann konvergiert die Taylorreihe beziiglich
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2o in jeder Kreisscheibe um zp, die ganz in D liegt. Diese Aussage wire im Reellen
falsch. Dazu betrachte man die Funktion f(x) = ; HQ Diese ist auf ganz R analy-
tisch. Aber der Konvergenzradius ihrer Taylorreihe um den Ursprung ist nur = 1.
Der ”Grund” hiefiir ist, dass die "komplex fortgesetzte” Funktion f(z) =
z = + 1 singulér ist.

1 -
T2 m

4.6 Residuensatz

Wenn die offene Kreisscheibe im vorangehenden Satz durch einen Kreisring er-
setzt wird, ist die Situation anders. Vorbereitend erwéhnen wir folgenden Sach-
verhalt: Man betrachte die formale Potenzreihe ) _ja, X" = > _ja_, X"
Wenn diese Reihe den Konvergenzradius % hat, definiert sie eine fur |z| > % ho-
lomorphe Funktion.

Satz: Sei f(z) im Kreisring R; < |z| < R holomorph, wobei die Félle Ry = 0
und Ry = oo zugelassen sind. Dann ldsst dort f(z) sich in eine konvergente
”Laurentreihe” entwickeln, also eine Reihe der Art

)= ) a2, (4.31)

—oo<n<oo

wobei die Summe in (4.31) nunmehr iiber alle ganzen Zahlen n geht. Wieder gilt,

dass
4.32
n 27rz7 z““’ (4.32)

wobei n beliebig in Z ist. Aus der Formel (4.32) folgt insbesondere, dass

1 AL

2w | zntl

dz = dpmn, (4.33)

ist. Das wussten wir allerdings bereits (siehe (4.29,4.30)).
Jedenfalls folgt fiir jede im Kreisring holomorphe Funktion, dass

o ]{ £z (4.34)

wenn v den Kreisring einmal positiv durchlauft. Diese Formel wird meist ange-
wandt, wenn R; = 0 ist, also f in der punktierten Kreissscheibe definiert ist. In
diesem Fall nennt man den Koeffizienten a_; das Residuum der Funktion f(z)
im Ursprung, kurz: Res(f,0) und die Formel (4.34) die einfachste Version des
Residuensatzes.

Wenn die Funktion f(z) sich in die volle Kreisscheibe fortsetzen lasst - und ge-
nau dann - sind alle negativen Koeffizienten in der Taylorreihe (und daher das
Residuum) gleich = 0. Wenn endlich viele negative Koeffizienten ungleich 0 sind,

version 30/01/2008 65



4.7. ANWENDUNGEN KAPITEL 4. KOMPLEXE ANALYSIS

spricht man vom Ursprung als einem Pol endlicher Ordnung k fiir die Funktion
f(2), wobei k € N so ist, dass g(z) = z¥f(2) sich holomorph in die volle Kreis-
scheibe mit ¢(0) # 0 fortsetzen lasst.
Oft ist es niitzlich, statt einer offenen Kreisscheibe das Komplement einer solchen,
also |z| > R fiir hinreichend grosses R zu betrachten und in diesem, statt f(z),
die in der im Ursprung punktierten Kreisscheibe |2/| < % definierte Funktion
= f(%). Wenn f(z) in |z| > R holomorph ist, hat es dort eine konvergente
Laurent- Entwicklung " a,2". Daher hat ——; f($) eine konvergente Laurent-
Entwicklung in |2/| < &, und zwar mit Residuum gleich —a_;. Dieses heisst
Residuum von f(z) im unendlich fernen Punkt z = oc.
Bemerkung: Das Konzept des unendlich fernen Punktes ist mehr als nur for-
mal. Man kann den Raum, der aus C durch Hinzunahme des unendlich fer-
nen Punktes ensteht, mit der Riemannschen Zahlenkugel S? identifizieren (siehe
Ubungsaufgabe 51).
Angenommen, die Funktion f(z) sein in einer offenen Teilmenge D holomorph,
ausgenommen endlich vieler Punkte, den singulidren Stellen. Dann gilt der Resi-
duensatz:

]{ F(2)dz =271 S Res(f, ). (4.35)

wobei 7 der (orientierte) Rand von D ist und z; die innerhalb D gelegenen sin-
guldren Punkte von f. Der Satz gilt gleichlautend, wenn D den Punkt z = oo
enthélt.

4.7 Anwendungen

Sei f(z) = 22 wobei g holomorph mit g(z) # 0 ist. Dann ist Res(f, zo),

(z—z0)k>
das Residuum von f(2) bei 2, gleich dem Koeffizienten von (2 — 2)*! in der
Taylorentwicklung von g(z) im Punkt z.

Sei nun f(z) = 22 und 2, eine einfache Polstelle von Q mit P(z) # 0. Dann ist

Q(z)
P(z
Res(f, z0) = Q’((z?))) (4.36)
Beispiel 1: Die Funktion f(z) = gil = (Z+;izz,i)- Folglich ist Res(f, i) = —5 und

Res(f, —i) = .

2
Beispiel 2: Die Funktion f(z) = m Offensmhthch ist Res(f,0) = 1. Fiir den
doppelten Pol z.B. in z = i definieren wir ¢g(z) = e +z . Wir finden ¢'(i) = — 2.
Nun soll der Residuenkalkiil auf die Berechnung einiger Typen bestimmter Inte-

grale verwendet werden.
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Typ 1. Integrale der Form
2
[:/ R(sint,cost)dt , (4.37)
0

wobei R(z,y) eine rationale Funktion ist, die auf dem Kreis 2% + 3? = 1 keine
Pole hat. Wir setzen z = e, sodass z den Einheitskreis beschreibt. Also ist I das
2mi-fache der Residuensumme der Funktion

() 4)

2
I = / dt (4.38)
0

a+sint ’

Beispiel:

wobei a reell und > 1 ist. Dann gilt

2
I =2m Res ——— 4.39
mz ¥ 2iar — 1 (4.39)

Die Funktion auf der r.S. von (4.39) hat zwei Pole im Endlichen, davon einen im
Einheitskreis, und zwar bei zyp = —ia + iv/a? — 1. Das Residuum an dieser Stelle

ist gleich ﬁ, also ist [ = a22”_ =.

Typ 2: Integrale der Form
+oo
]:/ R(x)dx (4.40)

o0

wobei R eine rationale Funktion ist, die keine reellen Pole hat und im Unendlichen
mindestens wie :712 nach 0 geht. Zunéchst betrachten wir das Integral von R(z)
iiber einen in der oberen Halbebene gelegenen Halbkreis ~vg, dessen Radius S so
gross gewdhlt ist, dass alle Polstellen von R(z) innerhalb des (ganzen) Kreises

liegen. Dann ist

/V REL

Nun ist aber

2
< / /()] dz < /0 Cosrft dp—0 mit S o0 (441)
Vs

S—o00

lim [ / :S R(z)dx + A S f(2) dz] =27 » Res(R(2)) (4.42)

wobel iiber alle Residuen in der oberen Halbebene summiert wird. Also ist

N R(z)dz = 2mi Y _Res(R(z)) . (4.43)

—00
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Analog ist .
/ R(x)dx = —2mi » Res(R(z)) , (4.44)

wobel iiber alle Residuen in der unteren Halbebene summiert wird.

Beispiel:
too dy
1= —d 4.45

Die in der oberen Halbebene gelegenen Polstellen sind die Losungen e's , %5, e

der Gleichung z° = ¢'™ = —1. In jedem Pol ist das Residuum gleich & = —
Folglich ist

;T
5@6

z
6

I= 5/00 . _:;6 dx = —%Z (e'c +e'2 +e”6) = % (28111% + 1) = g (4.46)

3.Typ: Integrale der Form

+00
I= (z)e™ du, (4.47)
wobei f(z) in der oberen Halbebene, ausser in hiéchstens endlich vielen Punkten,
holomorph ist und auf der reellen Achse keine singuldren Punkte hat. Man kann
zeigen, dass das Integral (4.47) konvergiert, wenn die Funktion f(z) reell ist und
fir |x| — £oo monoton nach 0 strebt. Wir beweisen den
Satz: Wenn lim,,|, f(2) = 0 fiir y > 0, gilt

+8
gglgo » f(x)e™ doe = 2mi Z Res(f(z)e”), (4.48)
wobei die Residuensumme iiber die in der oberen Halbebene liegenden singuldren
Punkte von f geht.
Bemerkung: Wenn wir statt fj;o f(z)e® dz das Integral fj;o f(z)e ™ dx Dbe-
trachten, muss der komplexe Weg in der unteren Halbebene geschlossen werden.
Entscheidend ist wieder das Verhalten von

I :/ f(2)e” dz (4.49)
7S
fiir grosses S. Sei M(S) die obere Grenze von f(Se') fiir 0 < ¢ < 7. Dann ist
Is < M(S) / eSS dp = 2M(S) / TS0 g g (4.50)
0 0

Aber im Intervall 0 < ¢ < 7 gilt, dass sin¢ > % ist. Um das zu sehen, betrachten
wir die Funktion

h(¢) = % ¢ —sin¢ (4.51)
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Diese erfiillt h"(¢) = sin¢ > 0 fiir 0 < ¢ < 7. Daher kann h im offenen Intervall
(0, 3) kein Maximum annehmen. Aber h(0) = h(%) = 0. Folglich ist im besagten
Intervall h < 0. Also ist

/2 e=Smo S g < / e 3508 dg < / e TS dg = 2 (4.52)
0 0 0

und Is geht mit S — oo nach 0, da M(S) das tut, was den Beweis von (4.48)
beendet.

Fiir das Integral (4.47) ist folgendes zu beachten. Die Formel (4.48) sagt ins-
besondere, dass die linke Seite endlich ist. Diese ist gleich dem Integral I, so-
fern letzteres konvergiert, was aber nicht automatisch der Fall ist. Dieses muss
ndmlich an beiden Grenzen unabhingig konvergieren. Dass ist z.B. der Fall, wenn
fj;o |f(x)|dx < oo ist. Wenn aber wie im vorliegenden Fall der Integrand gleich
f(x)Y(x) mit ¢ eine oszillierende Funktion ist, kann das Integral (4.47) kon-
vergieren, ohne absolut zu konvergieren. Ein klassisches Resultat, das wir nicht
beweisen, ist

Lemma: Gehe f(x) monoton nach Null fiir grosses x. Ausserdem sei | [ 1(a') da’|
mit z — oo beschrénkt. Dann konvergiert fa+°° f(aw(x) da'.

Ein weiteres niitzliches Resultat ist folgendes: Habe g(2) in z = 0 einen einfachen
Pol. Dann ist das Halbkreis-Integral (im Gegenuhrzeigersinn)

lil% g(z) dz = miRes(g,0) (4.53)
€E— Ve
Denn g hat eine Laurententwicklung der Form g(z) = ¢ + h(z), wobei h im

Ursprung holomorph ist. Daher geht f% g(z) dz im Limes ¢ — 0 nach Null. Das
Integral f% & dz = ami.
Wir betrachten nun das Integral

+o0 ;
I= / T (4.54)
0 x
Dieses konvergiert bei = 1 und wegen des obigen Lemmas
bei x = co. Daher ist

1 +00 3 1 —€ ix +oo iz
I= —/ Y e = = lim / e—dx+/ € dr (4.55)

2)_ o =z 20 =0 | ) L T

Nun ist, da 67 keine komplexen Pole hat,
6 eiz
—dz = (hm {/ / /} + lim ) —dz = (4.56)
5 e—0 R—o0 z
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Das Minuszeichen im dritten Term ergibt sich durch die gegeniiber (4.53) umge-
kehrte Orientierung. Es folgt

+o00 2
/ T =T (4.57)
0 2
4. Typ: Wir betrachten Integrale der From

I= /+OO R@) (4.58)

:L\Oé

wobei 0 < a < 1 ist und R eine rationale Funktion ist, die fiir x > 0 keine
Polstellen hat und im Unendlichen mindestens wie % abfillt. Das Integral I kon-
vergiert also sowohl bei x = 0, als auch bei x = +o0. Fiir die komplexe Funktion
2% nehmen wir die entlang der positiven reellen Achse aufgeschnittene komplex
Ebene, also den Zweig, in dem 0 < argz < 27 ist und als geschlossenen Weg in
diesem Gebiet: den grossen positiv orientierten Kreis vg plus eine unterhalb des
Schnitts zwischen x = S und x = € verlaufende Gerade plus einen negativ orien-
tierten kleinen Kreisbogen . plus eine oberhalb des Schnitts verlaufende Gerade
zwischen z = ¢ und x = S. Man sieht wieder, dass die Kreisbogen-Integrale im
Limes S — oo bzw. € — 0 verschwinden.

Nun ist, wenn z gegen die positive relle Achse geht, der Limes von z7 gleich
|z]7*, wenn man von oberhalb des Schnitts kommt. Wegen (4.12) ist aber der
Limes, wenn man von unterhalb kommt, gleich e=27®. In Summe erhalten wir

(1—e )] =2mi» Res <&f)) (4.59)

z

Beispiel: Das Integral

00 d
1:/ e O<a<l (4.60)
o r*(l+w)
Die Funktion R(z) = 13 hat einen einfachen Pol bei z = —1. In dem gewiihlten

Zweig hat 2= den Wert e~ Daher ist

2mi T
I =— — = 4.61
eire (] — e~2me)  sinwa (4.61)

version 30/01/2008 70



