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1 Euklidische Vektorraume

1.1 Skalarprodukt

Definition: Sei (E, +, ) = ein Vektorraum iiber R (wir werden meist einfach E schreiben, mit “+” und “-” implizit verstanden). Sei

(-|):ExE—R, (|- heidt Skalarprodukt wenn fiir alle x, y, z€ E, a, be Rgilt:

1. Linearitat:

(a-x+b-ylzy=a-(x|z)+b-(y|z).

2. Symmetrie:

xlyy=<{ylx.

3. Positiv definit:

(x]x)=0,{(x|x)=0=x=0.

Definition: Das kanonische Skalarprodukt (Standardprodukt) auf R”: (x| y) :=x1- Y1+ X2 Yo + ..+ Xp—1* V-1 + Xn* ¥n

Uberpriifung in R?:

1. Linearitat:

X
R", x = ! ,y= n ,n=2:
X2 V2
X z a-x1+b- z
(a-x+b-ylzy=|a: b N ‘ "= ! y1‘ ' =(a-x1+b-y1)-z1+(@-x2+b-y2)-z20=a-(x1-21+x2-
X2 ¥2) ' \z2 axx+b-y:) \z

2)+b-(y1-21+y2-22) =a-{x| z)+b-(y| z) — Linearitét erfiillt!
2. Symmetrie ist offensichtlich.

3. Positiv definit:

xl0)=x2+x220, (x|0)=0 <= x,=0=x, = x=(})=0

Bemerkungen:

Linearitit beziiglich des 2. Arguments: (x |a-y+b-z)={(a-y+b-z|x)=a-(y | x)+b-{z|x)=a- (x| y)+Db- (x| z)
Man sagt, dass (- | -) bilinear ist.

Wenn dim E < co und (: | -) ein Skalarprodukt, dann wird (E, (- | -)) euklidischer Raum genannt.

Beispiele: auf R?:
(@) (x|y)=x-y; ist symmetrisch, € R, bilinear, ist aber nicht positiv definit = kein Skalarprodukt

(b) (x|yy=x1-y1+2-(x1-y2+X2-y1) + X2+ yp ist symmetrisch, € R, linear, aber nicht positiv definit:
(X1 X)=x2+2- (X1 X2+ X2 X1) + X5 = X2 +4-x1 X2 +X% = (X1 +2-%2)? =3 x2
N —
=(x1+2-X)%—4-X5

Nehmen wir x = (
1

), dann folgt (x | x) = —3 < 0, und somit ist (x | y) nicht positiv definit.

Beispiel: Seien —co < a < b < +00, und sei E der Raum von stetigen Funktionen auf [a, b]. Fiir f, g € E setzen wir

b
(flg)=ff(x)-g(x) dxeR.



Dann:

e Symmetrie: klar

b b b
e Linearitit: a, eR (a-f+f-g|lhy= [(a- f(xX)+B-g(x)-h(x)dx=a- [ f(x)-h(x) dx+p- [gx)-h(x) dx=a-{f| h)+B-({g| h)

a
b
* Positiv definit: (f | f) = [ f2(x) dx = 0. Es sollte auch klar sein dass (f | f) =0 < f(x) =0.
a

In diesem Fall dim E = co.
b

Beispiel: Pi([a, b]) = Polynome der Ordnung k mit (f | g) = [ f(x)- g(x) dx fiir f, g € Py, dim Py = k+1, daher ist es ein euklidischer
a

Raum.

1.2 Orthonormalbasis

Definition: Unter einem Orthonormalsystem (ONS) in einem euklidischen Vektorraum E versteht man eine Menge von Einheits-
vektoren, die paarweise aufeinander orthogonal stehen: fi, ..., fx € E, {fi | fi) = {(1) ;;k bzw. (fi | fi) =6ik-

Wichtig: (f,..., fx) ONS — f; sind linear unabhéngig!

Beweis: ;- fi+...+ai - fir=0=(fila1-fi+taz - fo+..+ak- fr)=0

al-w+a2-£|’f_2>’+\.p+ak-w=0:al =0.

Diesenz\llorgang wiejdoerholt_ri)lan fiir fg,zfg,, .., fr und bekommt schlieBlich a; =0V i. ]
Definition: Ein ONS heiGt vollstindig (VONS) oder Orthonormalbasis wenn es eine Basis bildet. Wir werden auch ON Basis oder
ONB schreiben.

Wichtige Eigenschaft von VONS:

n n n n n n
xlyy=(Xxieilyy=Y xi-{eilyy=X xi-{e;| X yj-ej)= % xi-yj- feilej) =Y xi-yi
i=1 i=1 i=1 j=1 ij=1 —_— =l

=1i=j, =0 i#£]
X1 1
entspricht dem Standardskalarprodukt im R”: (R, (-|)) x=| : |, y=
Xn Yn

xXly=x1-y1+x2-Y2+..+Xn " VYn-

Definition: Sei E” = R” mit (x| y) = X1 - y1 + X2 - Y2 + ... + X, - Y. Die Standardbasis ist definiert als

1 0
0 ; n n 1 i=j
e1=| |, en= . Wir kénnen schreiben x = Y x;-e;, y= Y yi-e;, und dann gilt (e,-lej)z{o iA]
0 i=1 i=1
0 1

1.3 Das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren

Gram-Schmidt Satz: Sei {g;, ..., gk} eine Basis von E. Wenn dim E < oo, dann existiert ein VONS {fj, ..., fx} mit folgender Eigenschaft:

h~g
f> € Vect{g, g}

fi € Vectigy, ..., gi}

i
wobei Vect{gy, ..., g;} = Menge der Linearkombinationen von gi,...,gi ={ ¥ @;-gj | a; € R}ist.
j=1



Beweis: Wir setzen f; = Dann gilt

TaT:
_ _ _ _ (gilgn) _

Al =Gar 1 Tem = T @ 1e = T (81180 = gy = 1
Wir setzen x; = 82 — (g2 | fi)- fi-

Danngilt xo Lfi: (X2 | fi) =(g— (g iY- Al iy ={g| iy —(&| fi)-{fil fi)=0.
———

Wir definieren f, durch f, = =

m, wobei wir sicherstellen miissen, dass [ x; || # 0! Um zu zeigen, dass das wirklich so ist, nehmen wir

an [ =0= V(X |x)=0=0=x=g=(g1 1) i = {81, &} linear abhingig = 4 zu der Annahme, dass g, g» zu einer
—~

Basis gehoren.

Weiter: Man setzt x3 =g3—(g | fiy- fi—{gs | f2)- fo. Dann zeigt man, dass x3.Lf1, x3Lf>, x3 # 0 und definiert f3 = | x - Ganz
allgemein: x; = Z (gi | fj)- fjmit f; = ”x T (|
Beispiel: E = {Polynome der Ordnung 1 auf [0,1]} ={a+b-x|a,beR, x€[0,1]}
1
(flg)=[fx)-gx) dx
0
Basis {xﬂ 1, gix)=1; x»‘% x g(x)=x}.Danngilta+b-x=a-g1(x)+b- g (x).
1 1
@lgy=/ax) g@dx=[ldx=1lgl=v&g)=1 fi=15; =8,
0 0
1
(&l fiy=(glg)=[x1dx=3,
0
1
X2 =g~ (g | i) fi=x—3 %l = (x| x2) -f(x— Vax=1-G-Ph=3@P-pH=1-1=% = J_i
V)

1.4 Dualitdt, transponierte Abbildung
Definition: Sei & ein Vektorraum tiber R, bzw. C. Der Dualraum ist der Raum der linearen Abbildungen von & nach R, bzw. C.
Notation: &*
Eigenschaft: £* ist auch ein Vektorraum. Fiir a, f € &£* und a, b € R (C) definiert man

e (a+P)x):=ax)+Px) Vxe&

e (a-a)(x):=a-a(x)
Eigenschaft: dim &* = dim &.

X1
Wenn wir Elemente von & als Spaltenvektoren x = | : | € & schreiben, dann kénnen wir Elemente von &* als Zeilenvektoren
Xn
schreiben: a € &*, a = (ay,...,a,). Dann
X1
ax)=(ay,....,ap) | : |[=ar-x1+az-xXo+...+a, Xp.
Xn

Definition: Sei (- | -) ein Skalarprodukt auf &. Fiir x € & ist der transponierte Vektor xT e &* definiert durch die Gleichung xT( y) =



(x|yy Vyeéd.

Beispiele:

X
(a) & = E? =R? mit dem Standardskalarprodukt (x | y) = X1 - 1 + X - o mit x = ( 1) Y= (yl)
X2 Y2

Dannist (x| y) = (x1,x2) - (yl) = x! = (x1, x2).

Y2

X1
(b) E">sx= :>_X,'T:(X1,...,xn)

Xn

. N
(©) & =R? mit Xly=x1-n1+x1-Yeo+x2-1+2-X2- Y2 =1 +x2) - Y1+ (X1 +2-X2) - Y2 = (x1 + X2, x1+2-x2)-( ):xTz
Y2

(X1 + X2, X1+2-x2)

xT hangt vom Skalarprodukt ab!

Definition: Sei - | -)y ein Skalarprodukt auf V, (- | -} ein Skalarprodukt auf W und sei A: V — W eine lineare Abbildung V' A w.
Die transponierte Abbildung AT : W — V ist definiert durch die Gleichung

(A-vwyw:=w| AT -wyy
furalleveV, weW.

i=

k n
Seien {ey, ..., er} ein VONS in (V, (- )v), {f1,..., fu} €in VONSin (W, (- |)w), V= X v;-e;, W= ¥ w;- f;. Man kann schreiben
i=1 j=1

Av= > Aji-vi-fj m
i=1,..,k, j=1,.,n
(wir schreiben auch A = (Aj;)). Dann ist
k
(A-viwyw = > Aji-vi-wj=() vi-e;l > Aji-wij-ejp).
i=1,...,k, j=1,.,n i=1 i=1,...,k, j=1,.,n
Es folgt
Alw= Z Aji-w;j-e;.

Der Vergleich mit (1) zeigt, dass sich die transponierte Matrix in einer ON Basis einfach durch Vetauschen der Zeilen mit den Spalten

ergibt.
Beispiel:
a b a c
L] A: ,AT:
c d b d
1 4
1 2 3
¢ A= VAT =[2 5
4 5 6
3 6
ay

e A=(a1 ap a3), AT = | ay

as



X1
. = T _
X=|xp [, x° = (x1 X2 x3)

X3

n
Satz [Vollstindigkeitsrelationen]: {fi,..., f;} istein VONSin E < (f; | fj) =6, = ¥ f; -fl.T = Idg!
i=1

n n n n

Beweis: x € E, x = } x; - f;. Wir kdnnen x; so berechnen: (fj | x) =(fj | X x;- fid = L xi-(fi | fi =x;.Sox = X (fil x)-fi =

i=1 i=1 i=1 =1 ——
Xi

n n n
Y filfilo=Y fi-ff0)=Idg(x) = Idg= Y. f;- f" 0
i=1  ~~—— =l i=1
o
1.5 Norm

Definition: Sei E ein Vektorraum iiber R, bzw. C, dann ist eine Norm eine Abbildung von E nach R* mit den folgenden Eigenschaf-

ten:VAeR bzw.CundV x€ E
(@ lIA-xll =|A| x|l absolute Homogenitat
(b) llx+yll < llxll + llyll Dreiecksungleichung

(©) llxll =0 <= x =0 Definitheit

Satz: Sei (- | -) ein Skalarprodukt auf E, dann gilt:
D) Vx,yeE:[{x|y)I<lxll-lyll, wo x|l = v{x | x) ist (Bunyakovsky-Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
(2) |-l ist eine Norm

Beweis von (2):

@ IA-xll=vA-x[A-x) =A% (x| x) = |Al- V{xTx)
b) Ix+ylP=(x+ylx+y) =)+ x| P+FI0+@ 1y =lIxIZ+2-x |y +IylI2 < NI +2- Ixl- 1yl + 1yl = Al + 1yl)?

© Ix=0= V{x|x)=0<=x=0

1.6 Orthogonale Transformationen

Notation: Sei E ein Vektorraum, und sei L(E) die Menge aller linearen Abbildungen von E nach E.

Satz: Sei O € L(E), wobei E ein euklidischer Raum sei. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Oistinvertierbarmit O !1=0T < 0T-0=0-0T=1d
() Vx,yeE: (O-x|0-y)={x|y)
(3) Oistisometrisch?, das heilt |O- x| = |lx|| V x€ E

(4) Obildet jede ONB von E wieder auf eine ONB von E ab.

Man sagt dann, dass O orthogonal ist.

Udentitit in E, Idp(x) = x, Einheitsmatrix
2lingentreu, verindert die Linge nicht



fae . . . = T. . =
Beweis: 1.=2.: (O-x|0-y)=(0" -O-x|y)=(x|y.
Id

2 e 2
3.= 2. folgt von der Polarisierungsidentitt (x | y) = w

, denn es gilt
_1 2 2y _ 1 2 2y _ 1 2 2y _
O-x|0-»=7-UO-x+0-yI*=10-x=0-ylI9)=7-UO- (x+ VN 10-x =) =z - Ux+ yl“ = llx=yI7) = (x| p>.

Beispiel:

(@) O-x=xistorthogonal (O = Id)

(b) O-x=—x Spiegelung am Ursprung (|| — x|l = || x|}

(c) Seinnormalzueiner EbeneS ((n|x)=0V x€S), [n|=1,dannist O-x =x—2-(x| n)-n die Spiegelung an S. O ist orthogonal.
Beweis (von (c)):

* Spiegelung: Sei x LS, dann ist x = A - n fiir ein geeignetes L e R, und O-x=x-2-(x|ny-n=A-n-2- {(A-nln) -n=
——
=A-(nlny=Aln|2=2
N—_———

A
An-2-An=-A-n=-x.Seix€ S,dannist (x| n)=0

e Ist O orthogonal?
(O-x10-y)={x=2AxIm)y-nly=2yIn-n=<x|y)=2-Ax[{yIn)y-n)y=2-Lx|n)y-nlyy+4-Lx|n)y-nl{yln)y-n)y=
xly=2-yln)y-xIm=-2-{x|nm-(ylm+4-{x|n)|{ylnm-(nln=<{x|y

Satz: Jede orthogonale Abbildung ist eine Zusammensetzung von Spiegelungen.

Bemerkungen:

1. O orthogonal <= O~! orthogonal

Das kann man so sehen: 07! = 0T —= (O )T =0TT = 0= (0" H~ L.

2. In endlicher Dimension gilt: det(0™1) = det(0O7) = det(0), und somit (det(0))? = 1 => det(0) = +1.
——

1

det(0)

3. Sei O(n) ={0 € L(E",E™), OT = 07'}. Dann gilt:

@ 01, O€0(n) = 0;:-02€0(n)
(b) 0Oe0O(n) = 0"1eOm)
(c) 1e0n),1-0=0-1=0

Es folgt, dass O(n) eine Gruppe bildet (tatsdchlich sogar eine Lie-Gruppe).

4. SO(n) ={0€ L(E",E™), OT =07, det(0) = +1}
SO(n) bildet ebenfalls eine Gruppe?®.

3special orthogonal



2 Unitdre Vektorraume

Analog zu den euklidischen Vektorrdumen, aber R wird ersetzt durch C.

Motivation:

1. C ist mathematisch “besser”, einfacher (Beispiel: A € Mat(n,n): Wy(1) = det(A—A-1), tiber C: 3 n Nullstellen, aber nicht

unbedingt tiber R)
2. Quantenmechanik — Hilbertraum=(endlich oder unendlich dimensionaler) unitiarer Vektorraum

Definition [Komplexes Skalarprodukt]: Ein endlicher Vektorraum iiber C heilt unitir (oder endlich dimensionaler Hilbertraum),

wenn ein Skalarprodukt (¢ | w) € C definiert ist mit folgenden Eigenschaften:
1. Linearitdtim 2.Argument: {p | c1 Y1+ C2 1[/2) =Cy- ((p | 1//1) +co-{p | 1//2) \4 Y1, Y2,pc€ U, c,02€C,

2. (ol =ylo) Vo, e,

3. Positivdefinit: (¢ |y) =0, (Y |y) =0y =0V yeZ.

2.1 Sesquilinearitiit

Eigenschaft: (¢ | v) ist antilinear: das heil3t {(c; - @1 + c2 - 2 | W) = ci‘ {1 lw) + c§ {2 | ) (Man sagt, dass (¢ | ¥) sesquilinear ist.)

Beweis:

(cr-pr1+c-@2ly)y = (Ylci-@1+co-@2)

-y 1)+ ey | -@2)

ol 11w+ ¢ P2 | Y)

(In der Mathematik gibt es oft eine andere Konvention: Linearitdt im 1. Argument.)

Beispiele:
X1
n n
1. C" mit Skalarprodukt (x| y) = ¥ x7-y;, x=| : [, (x|x)==: Z x;-x; =20
i=1 i=
. i=1
" )12

2. Vektorraum fiir die auf dem Intervall [a, b] definierten komplexen Polynome mit Grad < n:

n . n , b
px) =Y ¢ixt, q(x) = ¥ d;ix', ¢;, d; € C; Skalarprodukt: (p | g) = [ p(x)* - g(x) dx.
i=0 i=0 a

N .
3. Vektorraum der komplex-wertigen Funktionen der Form w(x) = Y. ¢,- e2TinX o e C.
n=—N

1

Skalarprodukt: (w(x) | p(x)) = fu/(x)* ~p(x) dx
0

£
2

4. Vektorraum der komplex-wertigen Funktionen der Form ¢(x) = e 2 - p(x) mit p(x) =Polynom mit Grad < N:

+00 2
@lw = [ e p* g
Definition:
e Norm: || x| = V{x ] x)

¢ Einheitsvektor: |v] =1



e Orthogonalitédt: (x| y) =0
* ONB: Analog zum euklidischen Fall!

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: | (x| y) |< ||x]l - | yll (Beweis analog)

4
Polarisierungsformel: (x| y) = i- Y ik x+ ik')’llz
k=1

. 1 . .
Zu Beispiel 3: e, := €27 "* bilden ONB: (e, | ;) = [ (€™ %)* -ez'”"'m"i dx =08 ,m, wobei b, = {(1)’ 27_&%
0 rT

~
e—2:m-i-(n—m)-x

N N N
Wir schreiben ¢ = Y. cpem, sofolgt{e, ly)= Y (eplcm-em)= X Cm:O0nm = cn. Daher kann ¢, einfach iiber (e, | v)
N

m=— m=-N m=-N
ausgerechnet werden.

+00 .
Bemerkung: lim : Fourier-Reihe w/(x) = ¥ ¢, - 277>
N—oo —00

2.2 Adjungierte Abbildung

Wir schreiben %" fiir C" mit Standardskalarprodukt. Sei A€ L(% ", ™), dann gilt: A" = (AT)* und (A");; = Ay

Weiters: (1 A1 +¢2- A) = ¢} - Al +¢ - Al und (A-B)T =BT - AT,

Das Skalarprodukt auf % fiihrt zur Identifikation % * = % : Sei ¢ € % . Dann definiert man ¢' € % * durch die Gleichung ¢ -y =
(ply).

Eigenschaft: ¢t = ¢

Definition: Seien %, V unitire Vektorraume, und sei A: % — V linear. Man definiert A" : V — % durch die Gleichung: (AT¢ | )4, =
(plA-y)v

Bemerkung: (schon gesehen) (a-x+b-ylz)=a-(x|z)+ b- (y|z), weil:

(a-x+b'y|z):(z|a-x+b-y)=a-(z|x)+b-(z|y)=ﬁ-(z|x)+E-(z|y)=ﬁ'(x|z)+i_7~(y|Z>

Eigenschaften:
1. (a-A+b-B)f =a-AT+b-Bf
2. (A-B)f=B". At
3. AlT=A

Beweis:

1. {((a-A+b-B)f x| y)=(x|(a-A+b-B)-y)=a-(x|A-yy+b-(x|B-yy=a-(AT-x|y)+b- (Bt x| yy=(@ AT - x| y)+ (b- B - x|
y=(@ A'+b-B"-x|y) Vx,y=(a-A+b-B)' =a- A" +b- BT

2. (A-B)f x| y)=(x|A-B-y)=(AT-x|B-y)=(B"-AT-x|y) Vx,y= (A-B) =BT . AT

3. (AT x|y =A@ xIp=xlAT =A@ty =(TA X =(A-x|p=(Ax|y) Vx,y= ATT=A

2.3 Orthonormalbasis

Satz (Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren): Sei (E, (- | -)) ein Unitdrraum , sei n = dim E. Es existiert eine ortho-
normale Basis {f;}[_, : (fi | fj) = 6ij.

n n n
Es gilt: Schreibenwir x= ). x;- f;, x;€eCund y= Y y;- fi, yi€C,dannist{(x|y) = X X;- ;.
i=1 i=1 i=1



2.4 Orthogonalitit, Projektionsoperatoren

Definition: Sei Q) eine Untermenge von E und sei (- | -) ein sesquilineares Produkt. Dann wird Q* folgendermaRen definiert:
Qt={x€eE|{(x|y)=0 VY yeQ}
Eigenschaften:

1. {0t =E
2. Et=1{0}
3. QnQtc{o}
4. Q' ist ein Vektorraum
5. Ac Bdann Bt c A+,
6. Q1 =Vect(Q)! mit Vect(Q) = {fl a;-x;, neN, a; €C, x; € Q}
i=
Beweis:
1. Klar.

2. x€ Et < (x|y)=0V ye E*.Setzenwir y= x = (x| x) =0 = x =0

3. Nehmen wir an, dass Q N QL # @, so existiert xe QN QL. Dann( x | x )=0und somit x=0.
€Q  eql

4, Seienx,yEQi, z €, dann ist (a-x+b-y|z):E-<x|z)+5-(y|z):0, alsoista-x+b-y€QJ-
5. xée B*=(x|y)=0V yeB.Falls Ac B,danngilt (x| y)) =0Vye A= x € A+

6. Q c Vect(Q), und somit Q+ > Vect(Q)+ wegen 4. Umgekehrt, sei x € Ql, dannist (x| y) =0 fiir alle y € Q. Sei z € Vect(Q2), dann

n
existieren neN, a; e Cund y; e Qsodass z= } a;y;. Es folgt, dass
i=1

(x|zy=Ax| ) a;yid=) a;i{x|yi)=0.
o= Rl

Daher gilt auch Q! c Vect(Q)* und somit Q! = Vect(Q)*. O

Definition: P ist ein Projektionsoperator, wenn P € L(E) und P? = P ist. P ist ein orthogonaler Projektionsoperator, wenn P? = P
und Pf = P.

Eigenschaften: Sei P ein Projektionsoperator. Dann gilt:
1. Seix e Bild(P) ={x:x=P-y, y€ E}, dannist P-x = x. Schreibweise: P |gjap)= Id |iidp)
2. Wenn zusitzlich P = P, dann gilt

(a) ker PLBild(P) mitker P ={x|P-x =0} und

(b) (x-P-x)LP-x
Beweis:

1. xeBild(P)=> 3yeE,sodassx=P-y,danngilt P-x=P-(P-y)=P?>-y=P-y=x



2. (a) Seixeker P <= P-x=0.Seiweiter yeBild(P) < I z:y=P-z Danngilt
(x|y)=(x|P-z)y=(P"-x|2)=(P-x|2)=0

(b) P-(x—=P-x)=P-x—P? x=0.Damitist x— P-x € ker P. Aber Px istin Bild(P), und somit folgtvon 1. dass (x—P-x)LP-x.
O

Satz: Sei P ein orthogonaler Projektionsoperator mit P : E — E. Dann ldsst sich jedes x € E eindeutig schreiben als x = y + z, mit
yeP(E)und ze P(E)*.

Beweis: Wir setzen z:= x— P(x), y:= P(x),dannistx=y+zundzeker P={x|P-x=0}, zLy.
= V121, VIEP(E), 21€P(E)*

y2+22, y2€P(E), z2€P(E)*
Vi—Y2=0=2—21 =y =)o und z; = 2. O

Eindeutigkeit: Nehmen wir an, dass = y1 — J2 = 25 — z1. Wir wissen, dass Q N Q-+ c {0} ist, also gilt

Man sagt, dass P(E) und P(E)* eine direkte Summe bilden.

Wie kann man orthogonale Projektionsoperatoren bilden?

Seien dim E < oo, V ein Unterraum (d.h. V < E und V ist ein Vektorraum) und { fi}f:l eine Basis von V. Dann gilt:
Satz: P(x) := f (fi | x)- f; ist ein orthogonaler Projektionsoperator auf V.

i=1

Beweis: z.z.: Fiir P(x) gilt folgendes: (a) P2=p®)PT =P (¢ Bild(P) =V
k
(@ P(fj= )y il fid-fi=T1i
=1 N——
8ij
k k
P2(x)=P(Px)=P(X(filx)-f) =Y (filx)-P(f;) Yx=P*=P
i=1 io1 ——
=fi

S ———
=P(x)

k k Kk k
(b) (yIP() =<yl _gl(ﬁlm-m: _§1<fi|x>'<J’|fi>=.g.l(fiu’)'(fi|x>=<.§1<fi|y>'fi|x>:<P(J/)|x> Vxy=P=Pt

(c) trivial. O

2.5 Hermitesche Operatoren

Definition: Ein Operator A € L(E), wobei (E, (- | -)) ein Vektorraum mit einem sesquilinearem Skalarprodukt ist, ist hermitesch, oder
selbstadjungiert, wenn A= A'.

Beispiele:
(1) Identitdtsmatrix

(2) Alle Projektionsoperatoren
A0 0
(3) A=]0 Az 0 ,/MER

An

dx

1
(4) Sei E der Raum von 1-periodischen C* komplexwertigen Funktionen auf R. Sei A(f) =i - ar und (f | &) = f f(x)-g(x) dx.
0

1_ _ 1~ 1—
Danngilt: (f|A-g)= [f-i- % dx=i- [-gly —i-f% . gdx=[G %) .gax=(A-fl1g
0 ~—— 0 0
=0 wegen Periodizitét

Definition:
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1. Sei Ej ={x| A-x=A-x} fiirein A € C. Wenn E, # {0}, dann hei8t E; Eigenraum von E.
2. Ein Vektor x # 0 mit der Eigenschaft A-x = A - x ist ein Eigenvektor von A, A ist der Eigenwert.

Beispiel:

e« A=|0 1 : | .DannA-x=A-ximpliziert x = 1-x. Wenn wir annhemen, daR x # 0, folgt A = 1. Daher: Alle Vektoren x # 0

1
sind Eigenvektoren von Einheitsmatrizen mit Eigenwert 1.

1 0 0
e A=|0 2 o0|Eigenwerte:A;=1,1,=2,13=3

0 0 3

° - % =A-f,dann f = A-e~""** Man muss aber vorsichtig sein, wenn Randbedingungen verlangt sind (z.B. 27-Periodizitit,

dann passen nur A =2nn, n€ Z).

Satz: Sei A hermitesch, dann gilt:
(@) Ej # {0} = A R (alle Eigenwerte von A gehéren zu R)
(b) E, ist ein Unterraum
() A#u=E)lE,

Beweis:

(@) Ex#{0}=3dx€E), x#0und A-x=A-x. Dann:
(x| Ax)=(x|A-0=A-(x|x)und (AT x| ) =A- x| =N x| )= (x| ) = A-|x|I2=2- |x|?und x #0 = A=A

(b) Seienx,y€ Ej,dann A-x=A1-x, A-y=A-y.Esfolgt, fiiralle a,be C:
A-(a-x+b-y)=a-A-x+b-A-y=A-(a-x+b-y),dh.a-x+b-y€E,.

(c) Seix#0inEy,also A-x=A-x.Sei y#0in E,, dann A-y = u-y. Es folgt:
(x| A-y)=(x|p-y)=u{x|y). Die linke Seite konnen wir schreiben als
(AT-x|y) = (A-xly):(A-xly):Z-(xly):/l-(xly):>y~<x|y) =A-(x]|y).Alsoist (u—A)-(x|y)=0.Wenn u # A schlieBen

wir daraus, dass (x| y) = 0. O

2.6 Unitédre Operatoren

Definition: Sei (E, (- | -)) ein Vektorraum mit einem sesquilinearen Skalarprodukt. Ein Operator U € L(E) heif$t unitér, falls U inver-
tierbar ist mit U~! = U'. Anders gesagt, U- U = Id.

Satz: Sei U € L(E), dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. U ist unitér.

22.U-o|lU-y)y={p|ly) Vo, y€E.

3. lU-pl=lgl VeeE.
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4. U bildet jede ONB von E wieder auf eine ONB ab.

Beweis:

1 = 2folgtvon (U-¢ |U-vw)=U"-U-@|y)=(p|y).

2 <= 3 folgt von der Polarisierungsidentitdt (¢ | y) = 1 - él ik o+ ik-y)?.

2 = 4 Sei {fi}}!_, eine ONB und by = U fi, dann ist (b | by) = U~ fi | U~ fi) = {fi | fi) = 6. Somit ist {by} ein normiertes

Orthogonalsystem und, da n = dim E, folgt, dass {b;} eine Basis ist.

n n n
4 — 2 Sei {fk}Zzl eineONB, by =U: frund x,y€ E,dannist x= Y x;- fx, y= X y;- fiund (x| y) = ¥ Xk ¥x. Wir haben:
k=1 k=1

—

I
n n n n n n
U-x|U-py=XU- (X x¢- f)lU(X yi-fd =L X U-fi IU(Xyi- fi= X Xy U-fielU-fi) = ¥ Xg-yr = (x| y), somit
k=1 I=1 k=1 I=1 k=1, I=1 —— k=l
8
git (U-x|U-yy=(x|ly) Vx,y : ]

Eigenschaften:

1. Sei U unitér, und sei (U; ;) die Matrix von U in einer ONB = | det(U;;) |=1

Beweis: U'- U = Id = det(U}) - det(U;) = det(Id;j) = 1, wobei det(U],) = det(U; ;) = det(U;) - det(Uj;) = 1
= det(U,-j) |=1.

2. Uy, Uy unitar = U, - Uy unitir

Beweis: (U;-Uz) "' = U; - U = UJ - Ul = Uy - Ut

3. U unitir = U~! unitir

Beweis: |U- ¢l = ¢l <= U -yl = |yl mity =U"-¢. 0

Aus 1. und 2. folgt, dass unitdre Abbildungen Gruppen bilden. In Dimension rn schreibt man U(n) = fiir die Gruppe der unitdren

Abbildungen und SU(n) = {U € U(n) | det(U;;) = 1}.

2.7 Normale Operatoren
Definition: Sei (E, (- | -)) ein Vektorraum mit einem sesquilinearen Skalarprodukt. Ein Operator A € L(E) heil$t normal, wenn [ A, Al =
0 mit [A,B] := A- B— B- A. Man sagt, dass Aund At vertauschen, oder kommutieren.
Beispiele:
1. Hermitesche und unitire Operatoren sind normal:

Sei A hermitesch, dann ist [A, A'1=[A4,A]= A-A— A-A=0.
Sei U unitir, dann gilt (U, U = (U, U 1=U-U'-U - U=1d-1d=0.

A, 0 0 ... 1 0 0 .. 412 0 0
2.A=(0 1, o0 e, At=]10 2, o ...[,Aa-AT=| o 22 0 ... |=A"A= A AN1=0= 4
0 : A, S0 A, : 0 (AP
normal
1 1 0 1 0 11 1 1
3. Gegenbeispiel: A= JAT = JA-At = . = , AT A= . = £A-Af
0 1 11 o 1| [1 1 11 1 1] |o 1 1 2

4. Sei A€ L(E), Ay = 1-(A+A"), A = --(A-A"). Dann AT = 4, A] :g-(A—AT)T = Apund A1 +i-Ap = 3-(A+ AN+ L (A-AN) = A.

Jedes A ldsst sich demnach schreiben als A= A; +i- Ay, wobei A; und A, hermitesch sind.

12



Satz: (A= A +iA, istnormal mit A; = Al, A, = A}) <[4}, 4] =0.
Beweis: [A, AT] = (A1 +i- Ap)- (A1 +i-A)) = (A1 +i-Ap) V- (A1 +i-Ap) = (A2 +i-Ap- Ay —i- Ay Ap+ AD) — (A2 —i-Ap- Ay +i- Ay - Ap+ AD) =
20 (Ap- Ap— A1+ Ap) = =21 [A}, Ap)] 0

2.8 Spektralsatz fiir normale Operatoren Version 1

Bis zum Ende des Kapitels gilt: E ist ein Vektorraum iiber C und (E, (- | -)) ist ein unitirer Raum.

Satz: Sei A € L(E) normal. Dann existiert in E eine ONB von Eigenvektoren.

Bemerkung: Das muss nicht unbedingt wahr sein fiir normale Operatoren in euklidischen Riumen.

Beweis:

Schritt 1: Sei Spektrum(A) ={A |3 x #0, A-x = A-x} = die Menge von Eigenwerten. Dann ist Spektrum(A) # @.

Beweis von Schritt 1: A-x=21-x, x#0<= (A-A1-1Id)-x=0 x#0 < W(A) :=det(A—A-Id) = 0. Und wir wissen dass in C die
Gleichung W (A) = 0 mindestens eine Losung hat.

Schritt2: A-x=1-x= A" x=21-x

Beweis von Schritt2: A-x=A1-x <= (A-A1-1d) - x=0<= (*):={((A—-A-Id)- x| (A—A-Id) - x) =0. Aber:

(*) =((A=A-Id)t- (A= A-Id)- x| x). Wenn A normalist, gilt (+) = (A= A-Id)- (AT =A-1d) - x| x) = (AT = A-1d) - x| (AT =A-Id) - x) =
I (AF -1 Id) - x| Folglich, wenn x ein Eigenvektor ist, bekommen wir 0 = (At -1 Id) - x=0<= A" . x= A-x

Schritt 3: Sei x ein Eigenvektor von A. Dann bildet A den Unterraum Vect{x}t auf Vect{x}* ab.

Beweis von Schritt 3: Sei y L x, dannist (A- y | x) = (y | At x) = (yl A x) = Q- (ylx)=0.

Beweis des Satzes: Sei 1; ein Eigenwert (siehe Schritt 1) und ¢, ein normierter Eigenvektor. Wir haben die Zerlegung E = Vect{¢p;} ®
E’ (wir schreiben E = E; @ E», wenn sich jedes x eindeutig schreiben ldsst als x = x1 + X, mit x; € E; und x; € E) wobei E' = Vect{<p1}L
und A : E' — E' (Schritt 3) ist. Wir benutzen jetzt 1-3 fiir A: E' — E’ und bekommen eine Zerlegung, bei der E’' = Vect{¢p,} ® E” ist
mit E” = (Vect{¢;})* und ¢, einem normierten Eigenvektor. Dann ist E = Vect{¢;} ® Vect{p,} ® E". Man kann das ganze Verfahren

n-Mal wiederholen, mit n = dim E, und bekommt E = Vect{¢p;} & - -- & Vect{p,}, wobei die ¢,’s eine ONB bilden. U

2.9 Spektralsatz fiir normale Operatoren Version 2

Satz: Sei A normal. Dann existieren Ai,...,A; € C und orthogonale Projektionsoperatoren Py, ..., P; € L(E), sodass P; - P; = 0 fiir
k k
i#j, Y Pi=Id,und A=Y A;-P;.
i=1 i=1
Beweis: Wir schreiben Spektrum(A) = {Ay,...,A¢} mit A; # A; fiir i # j. Man definiert P; = orthogonaler Projektionsoperator auf

k
Ej,.Dannist P;-P; =0 i # j < E; LE; i# j (folgt von Schritt 2 und 3); ¥ P; = Id <= E = Vect{p,} ®--- & Vect{y,}. Weiters
i=1

k
A=Y Aj-Pi<—=A-x=A;-x, x€E;. O
i=1

i=
Korollar: Wir haben die Zerlegung E = E; @ --- & E;, wobei die E;’s Eigenrdume von A sind.

Wir sagen, dass A € L(E) diagonalisierbar ist, wenn eine Basis von E aus Eigenvektoren von A existiert.
Satz: Jede diagonalisierbar Matrix A lisst sich als A= U-A-U~!. mit A diagonal, schreiben.

Beweis: Sei {f,..., f,} eine Basis aus Eigenvektoren, d.h. A; - f; = A; - f;. Wir setzen U = [fi,..., f] (Matrix mit Spalten = {f;}). Sei
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e; = [1| (1 ander i-ten Stelle). Dann ist U - e; = f;. Das ist &quivalent zu e; = U™! - f;. Wir rechnen:

U''AUe;=U Y Afi =AU fi = Ae; .

Ji Aifi @i
A1 0 0
Daherist A:=U'AU= |y °-. ¢ | diagonalin der Basis {e;}, und wir haben A= UAU!. O
0 0o A,

Korollar: Jede hermitesche Matrix A lisst sich schreiben als A= U- A- U, wobei U unitir und A diagonal sind.
Beweis: Im letzten Beweis konnen die Vektoren {fi, ..., f,;} paarweise orthogonal und normiert gew#hlt werden, dann ist U unitar:

U'=U".Esfolgt A=UAU ' = UAU". O
Rezept fiir Diagonalisierung: Sei A € L(E). Wir berechnen das charakteristische Polynom:
W(A) =det(A-A1-1d).
e Wir bestimmen diejenigen A, die die Gleichung W (1) = 0 erfiillen.
* Fiir jedes solches A lassen sich Eigenvektoren {fi, ..., fi}, k = k(A) finden. Dann:

1. Wenn die Zahl von linear unabhéngigen Eigenvektoren kleiner als die Dimension von E ist, dann ist A nicht diagonali-

sierbar. (Das geschieht leider ziemlich oft, auch fiir Vektorrdume tiber C, und noch 6fter tiber R.)

2. Wenn die Dimension der Eigenrdume eins ist fiir alle A, und die Zahl von verschiedenen Eigenwerten gleich der Dimen-

sion von E, dann haben wir eine Basis gefunden.

3. Wenn A = A' oder A unitir ist, dann ist A normal, deshalb auch diagonalisierbar. Es folgt, dass die Rechnung sicher zu

eine Basis fiihren wird, die orthogonal gew&hlt werden kann.

4. Wenn Normalitét nicht offensichtlich ist, und die A’s oder die Eigenvektoren nicht so einfach zu finden sind, kann man
[A, A'] berechnen. Wenn das verschwindet, wissen wir sicher, dass wir prinzipiell eine diagonalisierende Basis bekom-

men kénnen.

Wir schreiben U = [fi,..., f], und so haben wir die diagonalisierende Matrix gefunden. Es lohnt sich die f; normalisiert zu
wéhlen und nachzupriifen, ob sie paarweise orthogonal sind. Wenn das so ist, dann muss U unitér sein, und die Berechnung
von U~ ! ist trivial.

cosf —sinf

Beispiel: A= . Hierbei handelt es sich um eine Drehmatrix mit Drehwinkel 6.
sinf  cos6

cos@—-A —sinf
In diesem Fall ist W(1) = det(A—A-Id) = = (cosf — )2 +sin%0 = 0.
sinf cosf—A

Nullstellen: (cos@ — 1)? = —sin® 6. Dieses ist dquivalent zu cosf — A = +i -sinf. Also A = cosf + i -sinf = e**? und 1 € R < sinf =
0<=0=n-nm.Dannistcos@ =1=(-1)".
Auf R? existieren die Eigenvektoren nur wenn 6 = n -, n € Z! Dann ist A die Identitit oder minus die Identitédt, mit nur einem

Eigenwert:
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0=2-n+1)-nt=>A=cos(2-n+1)-1) =—
e 0=2-n-n=>A=cos(2-n-m)=1

In diesen Fillen sind alle Vektoren Eigenvektoren, d.h. die Matrix ist schon diagonal und es ist nichts mehr zu tun.

Zwei verschiedene Eigenwerte A = e/ erhilt man wenn 6 # n - 7. Wir suchen die Eigenvektoren:

cosf —eti? —sinf X +i-sin@ —sinf| [x
(A-A-Id)-x= R =0= .
sin@ cosf—e¥il| |y * * y

(Wir brauchen die zweite Zeile nicht zu berechnen, weil wir schon wissen, dass die Determinante verschwindet. Wir werden also
keine neue Gleichung bekommen.)

Die Eigenvektorgleichung reduziert sich also zu (+i-x+ y)-sinf = 0 und wenn sin # 0 finden wir y = ¥i - x. Die Eigenvektoren sind

1
demnach x- (

1
.AlsoistU =
Fi :

1 1
. , die Diagonalform von
¥i -1 i

) . Wenn man normalisiert, bekommt man zum Beispiel \/LE . (

N

e 0 0
| und natiirlich gilt A=U - A-U".
0 e+l-9

Aist A=

2.10 Gleichzeitige Diagonalisierbarkeit

Satz: Seien A, B € L(E), A, Bnormal und [A, B] = 0. Dann gibt es eine ONB aus Eigenvektoren fiir beide Operatoren.
Beweis: Sei E) ein Eigenraum fiir A, sei0 # x € Ej, dannist A-x=A-x. Wirhaben A-B-x=B-A-x=B-A-x=A-B-x. Das zeigt, dass
B x ein Eigenvektor mit Eigenwert A ist: B - x € Ej. Also ist B eine Abbildung von Ej nach E;. Da B normal ist, existiert eine ONB

von E, aus Eigenvektoren fiir B. Das gilt fiir alle A. Diese Vektoren sind gleichzeitig Eigenvektoren fiir A und B. |

Beispiel: In der Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator H hermitesch. Also haben wir eine ONB {¥,} von Eigenfunktionen

H-¥Y, =E,-¥), mit Ej = Energie vom Zustand ¥,. Sei Sz der Spinoperator entlang der z—Achse, dann gilt: S, = § -0, mit o, =
1 0
, Wy = . In vielen Féllen gilt [H, S;] = 0. Wenn das so ist, existiert auch eine ONB {¥, .} mit H- ¥, . = E; - ¥, . und
0 -1 9

gleichzeitig S, Wy . = +2- ¥, ..

2.11 Funktionen von Operatoren

A
Beispiel: Sei A eine N x N Matrixund f :R — R" in der Form f (1) = : |.Dannist f(t) =exp(¢- A) - F, mit
In(@®)
(. A"
exp(t-A):= Z ( ) R
n=0 n!

die Losung der Gleichung % = A- f mit der Randbedingung f(0) = F € RV,
n.opn o] n oan © Lfn=1pn, O n- n— 0 n- n—
Beweis: df_dt (Z t -F): ZO%.(z -g!-F): y mfTATE 3 LAATLE v fTRATLE g Z tJAfF_A'f(t). 0
n=

=0 n! =1 (n=1)! =1 (n—=1)!

/11 0 (t'/ll)n 0
Beispiel: Sei A diagonalmit A=| (0 -. 0 |.Dann(t-A)"= 0 0 und somit

0 Ay : 0 (t-Ap)"
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exp(t-A) = 0 0 =lo . o0
0 Z (MN)” 0 et
Sei A diagonalisierbar, dann 1st A =U-A-U7', und es gilt:
A2=U-A-UVU-AUT=U-(A?-U!
A=U- (A2 UV U-AU''=U- (AU usw.
At=U-A".U™!
exp(r- A) = zo A% = 5 M—U (z LA LAY gl = Ueexp(t-A)- U™

n= n=0
fFA o
Definition: Sei f : C — C und sei A normal, dann setzen wir f(A):=U-| 0 0 |-U~! wobei U unitir ist und A; die
0 f(An)

Eigenwerte von A.

Beispiele:

sin(z-1;) 0
1) sin(¢-A) = U-sin(z- A)- U~ mitsin(z- A) = 0 0
0 sin(t-An)

2) Wenn alle Eigenwerte von A positiv sind, definiert man v A= U - VAU ~1 mit V= 0 0

Satz: Wenn A normal ist, dann gilt f(A) = Z f(A;)- P;, wobei die P;’s die orthogonalen Projektionsoperatoren auf E,, bezeichnen.

i=1

Beispiel: Wir betrachten A = Z A;-P;. Dannist A2 = (Z Ai-P;)- (Z Aj-Pj) = Z )Ll Aj- Pi-Pj = Z AF-P%= Z A% - P; (hierfiir
i=1 i=1 N—— i=1 i=1
=0 filr i)

k

haben wir Pi2 = P; benutzt). In dhnlicher Weise zeigt man dass A" = Y (1;)" - P;
i=1

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Grundbegriffe

Eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG, oder GD, oder ODE = ordinary differential equation) ist eine Gleichung der Form

2
F(x,9,¥,...,y"") = 0, wobei x die unabhingige Variable und y die abhingige Variable ist. Wir schreiben y' = dx, y'= %, " =
a’y ) — d"y
dx3r = dxn

Nicht-Beispiel: Die Laplace Glelchung axz + 6y2 = 0 ist keine ODE sondern eine partielle Differentialgleichung (PDE = partial diffe-
rential equation), da sie zwei (oder mehr) unabhéngige Variablen enthilt.
Definition: Die Ordnung einer DG* ist die Ordnung der héchsten vorhandenen Ableitung der abhingigen Variable.

Beispiele:

° m- % =F (%) 3 Gleichungen, System von ODEs

“4Differentialgleichung
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¢ Radioaktiver Zerfall: N =0, ‘Zi—ly = —A- N; wir schreiben dann dN = —-A-Ndt
Losung: 1.Fall: N #0 = 4N _ _dr— f aN — _). Jdt = In(N) =—A-t+ c, wobei c eine Konstante ist.
N =e M+ = ef. oM mit N(0) = - ™0 = e° N = N(0) - e ! ist eine ein-parametrige Familie von Losungen

2. Fall: N(f9) =0 dann ist N(#) =0 eine Losung fiir alle 7 € R.

. % 0 zweite Ordnung, freie Bewegung
d% (%) = ‘;f = &, wobei @ ein zeitunabhéngiger Vektor ist = X(f) =& - ¢ + ﬁ

Anfangswertproblem: X(0) = B, %(0) = & = %(1) = X(0) - t + X(0).

ﬁ——m-g—?L-%.Wirnehmenmzl,/lz1undg=10an: %:—10——

* Konstantes Gravitationsfeld mit Reibung: m - -5 =

Seiv= Z‘i, dann ist 4% d“ =-10—v,alsodv=(-10—v)dt.

1. v(0) = —10. Dann ist v(f) = —10 eine Losung.

2. v(0) #—-10. Dann gilt 9% = —dt = [ = _ [dt=1In|10+v|=—t+c

10+v 10+v
= |10+v|=e "= 10+v=+e" "¢ alsoist v = e~ - (10 + v(0)) — 10.

dz(t)

Dann gilt %5 v=e1-(10+v(0)—10,und z(r) = —e " - (10 + v(0)) — 10 - ¢ + c. Es folgt z(0) = —(10 + v(0)) = ¢ = z(1) =

z(0)—10- 7+ (10+ v(0)-(1—e7 ).

3.2 Trennungder Variablen

Frage: Wie kann die Gleichung
V=f-gw
nach y aufgelést werden?

Antwort: dx =f(x)-g(y),alsoistdy = f(x)-g(y)dx =
durchG' == und F(x) durch F' = f. Wir bekommen

= f(x)dx falls g(y) # 0. Somit gilt f = [ f(x)dx . Sei G(y) gegeben

g()’) gy ~

G(y) = F(x) +cund y = G (F(x) + ¢) mit G~! = inverse Funktion zu G, definiert durch G} (G(y)) = y
Beispiel: y' = y* - x°

x
4

% = y?-x3. Eine Losung ist y(x) =0 V x. Wenn y(ty) # 0 bekommen wir % = x3dx. Integration fiihrt auf —% =

te=y=-
c+

i

Beispiel: Der Fall y' = g(%) lasst sich auf den Fall y’ = f(x) - g(y) reduzieren indem man, fiir x # 0,

u=%
X

setzt. Dann gilt y(x) = x- u(x), und somit y' = x- '+ u = g(;}:) = g(uw). Auf diese Weise haben wir eine Gleichung u’ = g(uT)—u mit
getrennten Variabeln bekommen (Achtung: x # 0).

J2oi?

Beispiel: 2-x-y-y —y?+x*=0.Falls xund y #0 < y' = Xy = ZL - 2 . Die Substitution u = ist dquivalent zu y = x- u.
2
Daheristy' = u+x-u' = % - 55, und somit x- v’ = =% — ;L. = — %1 Man bekommt [ liuz du= f——dx. Nach Integration erhélt
1 y

Y, alsoist 1+ (% )2

y=++v/e‘| x| —x%, wobei man annehmen muss, dass e°- | x | —x2=0.

man In(l+u?) =—In| x| +c= 1+u? =n7e ¢.Aber u = Das fiihrt zu x? +y = e | x|, und schlieRlich zu

Ix\
3.3 Exakte Differentialgleichungen

Wir betrachten Gleichungen der Form P(x, y) + Q(x, y) - % = 0. Man schreibt auch P(x,y)-dx + Q(x,y) - dy = 0. Die Gleichung ist
genau dann exakt, wenn die Intergrabilitdts-Bedingung 2—5 = ‘;—S gilt.

Satz: Wenn die Intergrabilitdts-Bedingung erfiillt ist, dann existiert lokal immer eine Funktion ®(x, y), so daly P = % und Q = g%.
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Dann definiert die Gleichung ®(x, y) = c fiir jedes c implizit eine Losung von P(x, y) + Q(x, y)- % =0in dem Gebiet {V® = ( ‘%’, g%’) #
0, ©(x,y) =cl.
Beweis: z.z. (x, y) = c fiihrt zu Losungen. Wir nehmen eine Funktion x — y(x), so dass ®(x, y(x)) =c=0= % = % (P(x,y(x) =
00 dx | 004y _ dy

s dy . x+)? .
Beispiel: - —zlx.y+ym1t2-x-y+y¢0

(2‘x-y+y)%+x+y2=0<:>(x+y2)dx+(2-x-y+y)dy=0

Erfiillen P(x,y) = x+ %, Q(x,y) =2-x-y+ y die Intergrabilitéits—Bedingung? g—‘; =2y g—g =2-y= 5—5 v' = Die Gleichung ist exakt.
Nun muss ® ermittelt werden: 32 =P=x+)? | [ = 0= C +x- Y2+ F(y)

2 %F+y=Q= ;M+F’(y):>F’(y) y=>F(y)=y;+k,k€|R,<D=x72+x-y2+y7z+k

Niveaus von @ : —+x-y +y7+k:c<:>x +(2-x—1)-y2:2-(c—k):A,A€[R

2 _ . _ A—x? oo A—x? _l
y 2x+1fu1‘x;ﬁ 2,a1s01sty—i\/2.x+1fur2x+1>0undx7£

Beispiel: p(x, y)dx+ q(x,y)dy =0, aber 22 3y ;é a - - Behauptung: Man kann lokal immer eine Funktion (x, y) finden, so dass p(x, y) -

px, y)dx+u(x,y) - q(x,y)dy =0 gilt und die Gleichung exakt ist:

Outx,y )yp &) _ Olx, y > q(x 32) (ohne Beweis). u wird als integrieren-

der Faktor bezeichnet.

(x2+2- y)dx+ (x)dy = 0. Dann ist g—; =2und g—z =1 = nicht exakt, wir miissen ein u finden:

i(,u(x y)-p)= i(,u(x,y)-q) = %(x2+2-y)+ygy =y pdd
(x +2- y) x——,u.
Anszatz —0 dann bekommen wir xz =pund pu=x

Neue Glelchungmltx;éO. (P+2-x-y)dx+x*dy=0
P=x3+2-x-5,Q=x> = %:P:x3+2-x-y|f=>(1>=’fl—4+y‘x2+F(y)
=X1F())=Q=x = F())=0=F()) =k keR= 0= +y.x2+k

qJ:C@)C4+4.y.xz:4-(6—](:):AE}/:IL}L—)CJ;4 mitx;éOundAEIR.

3.4 Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Gleichungen von der Form y’ + P(x) - y = Q(x) heiBen linear. Wenn Q(x) = 0, dann ist ' + P(x) - y = Q(x) homogen und es gilt:

d X k —fP(s) ds —fP(s) ds
d—%:—P(x)~ymity;60<:>%dy:—P(x)dx|f:>1n|y|:k—fP(s) ds:>y:i\e/-e 0 mitk, ceER=y=c-e "
Xo

c
Bei Q(x) # 0 ist die Gleichung nicht homogen, in diesem Fall wird die Methode der Variation der Konstanten angewandt.

Ansatz: .
- [P(s)ds

y=c(x)-e 0

d - fP(s) ds - fP(s) ds - fP(s) ds
= d—yzdi(c(x) e )y=c'-e % +c(x)-e -x(—P(x)) =—P-y+Q.Alsoist
—_—
Yy
- [P(s)ds + [ P(s) ds fP(s) ds
c'(x)-e % =Q(x) = x)=Q(x)-e = ¢(x) = c(xg) + f Q(1)-e® dt.

X0
Beispiel: mX = F(t) — c¢-x. Wir wihlen m = ¢ =1 und F = 1, betrachten also die Gleichung X = 1 — X. Wir setzen v = X. Es folgt, dass

i=l-x<=v=1-v.

1. Die homogene Gleichung v = —v

t

Integration liefert f,l/dv =[—-dt=v(t)=c-e”! c=const.

2. v()=c(t)-e” !

-t

cel—cel=p=l-v=1l-cel=¢e =1 c¢=e',dh. c(t) =c0)+e’—1und damit v(¢) = c()-e"* = (c(0)+e'-1)-e7 ! =
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1+(c(0)-1)-e!
t

v(0) =1+ ¢(0)—1=¢(0). Da x = v folgt, dass x(#) = x(0) + [ v(t) dt = x(0) + t + (v(0) — 1) - (e t+1).
0

3.5 Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

x n
% = A-x (homogen) mit x € RN und A= N x N-Matrix = x(t) = exp(A- 1) - x(0) mit exp(A-£) = Y. (A;l—t,).
n=0 :

3.6 Lineare Systeme hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

an-y*+ap_1-y" ' +---+ay-y +ap-y=0mit a; € C ist homogen falls ag = 0.
Fakt: Losungen von homogenen linearen Gleichungen bilden einen Vektorraum.
Beweis: Seien y; und y, zwei Losungen, a, B€C,sei y=a-y1+ -y, dann: a,-(@-y1 +B-y2) P +--+a;-(@-y1 +f-y) =

an(ay{n)_i_ﬁyé”))_'_+al(ayi+ﬁyé):a(anyi1++a1yi)+ﬂ(any§l++a1yé):0 D

Losungen von a, - y" +---+ay - y' + ap - y = 0: Wir nehmen den Ansatz y = A-e** mit A, 1€ C.
Y =A-A-er Y =22 Ay W = A Aer Y =AM (ay A+ ap_ - AT 4+ ay - A+ ag) = 0 = W(A) = charakteristisches
Polynom, jede Nullstelle von W entspricht einer Losung.
Allgemein: Seien Ay, ..., Ay Losungen von W(A) = 0, dann ist g A;-eNi* eine Losungvon a, - y"+---+aj -y + ag-y = 0. Das sind
alle Losungen, wenn A; einfache Nullstellen von W sind. Wenl;lan #0dann gil: W) =a,-(A-21)"™ - (A—-2Ap)"2--... (A= AN)"TN
mit m; = Vielfachheit von A; und 1; # A; i # j. Es gilt: Einfache Nullstelle A; < m; = 1.
Allgemeine Losungen: y = gl P;(x)-e"i"™*, wobei P; ein Polynom von der Ordnung m;_, ist.

i=

Beispiel:
a) y"”—y=0.Charakteristisches Polynom A2-1=0< A2 =1 < A = +1, also nur einfache Nullstellen = yx)=A-e*+B-e .

b) y"+ y=0.Hier haben wir W(A) = A2 +1 < 1 =4i, also zwei einfache Nullstellen = y=A- el X4 B.ei'X,
Reelle Losungen: e*'™* = cos(x)+i-sin(x) = y = A-(cos(x) +i-sin(x)) +B-(cos(x) —i-sin(x)) = (A+B)-cos(x)+i-(A—B)-sin(x) =

a - cos(x) + B-sin(x) mit a, f Konstanten.

c) y"+2-y'+y=0. Charakteristisches Polynom A +2-1+1 =0 <= (1 +1)?> =0 = A = —1. Hier haben wir also die Vielfachheit
2,y=A-x-e*+B-e™*.
Probe: y'=A-(e™*—x-e¥)—B-e™*, )y =A-(—e*—e*+x- e )+B-e = y'+2- Y +y=A-(-2-eF+x-e¥+2- 7 -2-

x-e*+x-e)+B-(e¥-2-eF+e¥)=0

3.7 Existenz und Eindeutigkeit

Satz von Peano: Sei Q c R x RV, sei F: Q — RY stetig. Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem % =F(x,y)
mit y(xo) = yo, wobei (xg, o) € Q und y € RV, Es existiert ein Intervall I’ ¢ I c R mit xo € I’, I’ c I und mindestens eine Losung

Iax—»y(x)e[Rszon% =F(x,y).

Definition: Die Menge Q c RY ist offen, wenn ¥V x € Q 3 r >0, so dass B(x, r) < Q, wobei B(x, r) := {ye RN | lx— yl<r}

Beispiele:
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(@) x-y'=ymit y(0) = 1. Es gibt keine Losungen.

(b) x-y' =y mit y(0) = 0. Fiir jedes k € R ist y = k- x eine Lésung: ' = k und somit x- y' = k- x = y. Es gibt also unendlich viele

Lésungen.

© y = \/mmit y(0) = 0. Hier ist F(y) = \/m Ansatz: Fiir x = 0 setzen wir y(x) = A- x® mit A>0.
1. Losung: y(x) =0 V x.
¥y =a-A-x*, /= VA x7 und die GDG ist genau dann erfiillt wenn £=a-lundVA=A-a=a=2und A= % =1=
2.Losung: y(x) = XTZ, die ebenfalls y(0) = 0 erfiillt.
3. Dazu hat man aber auch eine Ein-Parameter-Familie von Losungen: Sei a > 0:

0, 0<x<a,
y(x) =

(x—a)®

z xX=a.

Definition: F ist Lipschitz-stetig beziiglich y, wenn ein M = 0 existiert, so dass V (x,)),(x,2) € Q |F(x,y)-F(x,2)ll<M-|y-zl.
Diese Gleichung heif3t Lipschitz-Bedingung.

Beispiele:
(@) RN 3y — F(y) = y e RV ist Lipschitz-stetig.

(b) Wir betrachtennunR>Q>y— F(y) = y2 € R. Dann gilt

|[F())-F(@) =l y*-22 1=l (y—2)-(y+2) =l y—z|-| y+ z|.
——

=M?
Fiir Q =Rist| y + z | unbegrenzt = es existiert kein M, so dass | F(y) — F(z) |< M- | y — z|. Aber wenn ein R existiert, so dass

Qc[-R,+R],dannist| y+z|<2-Rund| F(y) - F(2) |= &E ly—-=zl.

M=2-R
" _ . . B 1~ e WIVRWIHE _ly-al v
(c) Fir F(y) = /ymit y=0gilt| F(y) - F(2) |=| V¥ — Vz |=| WaZE] _Iﬂ—\/EISM ly—=z]l.
M=?
Wenn Q = [0,00), dann existiert kein M weil fyi 7 beliebig grol$ sein kann. Aber wenn € > 0 existiert, so dass QN [0,€) = o,
. - 1 1 _
dann gilt fiir y = ¢, dass /¥y = /e und somit vz S

Satz: Sei Q = B(xp, R) < RN und sei F differenzierbar mit | VF |< M, dann ist F Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante M.

y y
Beweis: QcR|F(y)-F(2) |=| [ F'(x)dx|<supF-| fdx|=M-|y-z]| O
Z Z

Satz von Cauchy-Lipschitz: Die Losungen wie im Peano-Satz sind eindeutig, wenn F beziiglich y Lipschtiz-stetig ist: also, wenn ein
M > 0 existiert so dass

|F(x, y1) = F(x, y2)| = M|y1 = y2l .

4 Komplexe Analysis

4.1 Komplexe Zahlen

Definition: (C, -) ist definiert als R?* mit dem Produkt
(x,-(a,b)=(x-a-y-bx-b+y-a), xyabeR.

Man schreibt i = (0,1), 1 = (1,0).
Beispiel: i> = (0,1)-(0,1) = (0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.
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Eigenschaft: (x, y) - (a, b) = (a, b) - (x, y) ~» Die Multiplikation ist kommutativ.

Definition: Sei z = x + i - y mit x, y € R, (diese Gleichung ist dquivalent zu x- (1,0) + y- (0,1) = (x, )). Man definiert z* :=x—1i-y
(konjugiert) und | z|:= v/x2 + y2 (Betrag von z). Man schreibt auch Z fiir z*.

Eigenschaften:

e z-z¥=|z |2

1

Es folgt, dass fiir z # 0 das Inverse z7* = % bzgl. des Produkts in C existiert: z7! = Z

e Sei z #0, wir haben z =| z | é mit der Norm von \_zl = 1. Es folgt, dass ein ¢ existiert, so dass é = (cos,sing) =cosp+1i-

sing = e'"?.

Man schreibt | z|= r = z=r-e!'?.

4.2 Komplexe Funktionen

Im gesamten Kapitel gilt z=x+i-y, x,yeR.
Definition: e* = e+ := ¥ - (cos(y) + i -sin(y)).

Beispiele:

(a) ex+i~0 — ex

(b) el = e =¢%. (cos(l)+i-sin(1)).
(C) el = el HiV) — o' X=V — o=V . (cos(x) + i - sin(x)).

Eigenschaft: In R mit x1, xp, € R: e®17%2 = ¢¥1.¢%2 In C gilt die analoge Relation e?1*%2 = ¢%1 . ¢?2,

X n
Eigenschaft: ¢ = ¥ 2; und die Summe konvergiert absolut fiir alle z € C.
n=0

Definition: sin(z) := £

iz_p-iz

2-i

z

iz ,—iz . Z_,—2 Z 4 =
, €08(2) := &—54—, sinh(z) := 57—, cosh(z) = &5—

N . . . . X2kt (_1yk X2k (pk
Bemerkung: Fiir x € R kann man sin und cos als Reihe definieren: sin(x) = kZ T cos(x) = kZ T o
=0 =0

, dies gilt auch fiir
komplexe Zahlen.

Beispiel: z=3+2-i.

. . -2 2
. . i-(342-0) _ ,—i-(3+2-1) 243 _ ,2-3:i . -2, - 2. e ()Y i o ein(— i e “—e¢ .
sinB+2- i) = ol B+ lzj i(3+2-i — (e - e ). (-i) = e~ “-(cos(3)+i-sin(3))—e (cos(3)§ cos(=3))—i-sin(3)(=—sin(=3))) . (-i)=( .cos(3)+i-
——
—sinh(2)
elve? . . o
(T) -sin(3)) - (=i) = cosh(2) -sin(3) + i - sinh(2) - cos(3).
N——
cosh(2)
Eigenschaften:
e % —¢e*
e sin(i-z) = (T) -(=i) = i-sinh(z),
——
—sinh(z)

® cos(i-z) =cosh(z),
e neZ, sinh(i-n-n)=(-i)-sin(-n-m) =0,

* neZ, cosh(i-(n-m+7%))=cos(~(n-m+7%))=0.
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Nullstellen von cosh(z)

I Nullstellen von sinh(z)

-

4.3 Arg(z),log(z)

Definition: Wenn z = r - (cos¢ + i -sin¢), r, ¢ € R, dann sagen wir, dass ¢ das Argument von z ist. Man schreibt ¢ = Arg(z).

Achtung: Sei ¢ = Arg(z), dannistV neZ ¢ +2-n-m auch ein Argument.

Definition: Sei Q < C*, wobei C* := C\{0} und nehmen wir an, dass Arg(z) definiert und stetig auf Q ist. Dann definiert die Gleichung

log(z) :=1log| z | +i - Arg(z) einen Zweig des Logarithmus.

Bemerkung: Sei log(z) ein Zweig des Logarithmus, dann istlog(z) + 2 i - n- 7 auch ein Zweig des Logarithmus fiir jedes n € Z.

Beispiele:

(@) Q=C\R* =C\{x+i-y|y=0Ax=0}. Hierist Arg(z) € (0,27m). Mit dieser Wahl ist log(—1) definiert und gleicht —x-i, wohingegen

log(1) nicht definiert ist.

() Q=C\R =C\{x+i-y|y=0Ax<0},Arg(z) € (—7, +7).

¢

0 =Arg(z)

4

¢'=-Arg(z)

Mit dieser Wahl nennt man log(z) =log| z | +i - Arg(z) den Hauptzweig des Logarithmus. Hier ist log(—1) nicht definiert, aber

log(1) ist definiert und ist gleich 0.

(c) Sei f(z) =log(z—1i) der Hauptzweig des Logarithmus. Dann ist f nur fiir z€ C\ {z = x + i, x < 0} definiert. Siehe Abbildung 1.

Bemerkungen:

(a) log(0) existiert nie.
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o
rd

log(z-i)

Abbildung 1: Definitionsbereich von log(z — i), wobei log der Hauptzweig des Logarithmus ist.

(b) Es gibt keinen Zweig des Logarithmus auf C*.
(c) Seilog ein Zweig des Logarithmus auf Q, dann gilt e!°(?) = z fiir z € Q.

(d) Sei QO zusammenhingend und sei log ein Zweig des Logarithmus auf Q, dann existiert ein n € Z so dass log(e®) = z+2-n-m-i:

log(e®) =log(e“(cosy+i-siny))=x+i-y+i-2-n-m.

Nichste Funktion: z¢, mit c€ C:

e Firc=neNdefiniertman z"=z-z---z.
N——

n Faktoren

e Fiirc=ne-N(dh. n=—mmit meN) und z # 0 setzen wir z" := ()",

* Ganz allgemein, sei c € C. Sei Q < C mit der Eigenschaft, dass ein Zweig des log auf Q) existiert.

Dann setzt man z¢ =: exp(c-log(z)).

Beispiel: ze R, z <0, c¢ Z. Um z° zu definieren, konnen wir Q = C\{x+i-y|x =0, y = 0} wihlen.

/
N

\

=

4.4 Differentiation im Komplexen

Definition: D c C heilt offen, wenn V pe D 3¢ >0, so dass B(p,€) € D mit B(p,e) ={z:|z—p|<€}

Definition: Sei f: Q — C, Q c C und z, zp € Q. Wir sagen, dass lim f(z) = w,wenn Ve >035>0:| f(z)—wl<e V |z—2y|<d
(Cauchy-Definition)

Definition:

e f ist stetig am Punkt zg, wenn ZILH%O f(2) = f(zo).
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* fiststetig auf , wenn f stetig ist am Punkt zg ¥V zg € Q.

Beispiel: f(z) = z stetigauf C < VzeC ZIE%O f=2.

Man muss zeigen, dass aus | z — zy | < 0 die Ungleichung | f(z) — f(zp) |< € folgt. Wenn wir 6 = € nehmen, habenwir| z - zp |<
~ —~

=& =f(z0)
€ = | z—zg |< €, wie gewiinscht.

Beispiel:
e f(z) =z. Wir mochten zeigen: | z— zp |< § =>|zZ -z |< €. Man kann wieder § = ¢ nehmen.

. f(z):z2 Wir mochten zeigen: | z— zg |<6:»|z2—z(2) |<e.
Izz—z(z)|:|(z—zo)-(z+zo)|=|z+zo|-|z—zol.Wenn|z—zol<1=>|z+zoI:IZ—zo+zo+zo|=|z—zo+2-zol<|z—z0|+2-|

ZO|<2’|Z()|+1.

= | z2 —zg |=lz+2z9|-1z2—20| < (2] 29| +1) -6 < €. Das wird sicher erfiillt sein wenn § = % . ﬁ
—— |zgl+1

Man kann also 6 = min(%, 1) nehmen.
Eigenschaften: Seien f, g stetig, dann gilt:
e f+ g stetig.
e f-g stetig.
e Seien f:U —C, g:Q — U.Dannist f o g stetig.

* Abgesehen von Nullstellen von g ist g definiert und stetig.

Definition: Sei Q) c C offen. Eine Funktion f: Q — C heil3t differenzierbar am Punkt zy = (X9, o) € Q wenn eine lineare Abbildung A

.. —Xo NERT
von R? nach R? existiert, so dass f(z) — f(z9) = A- +r mit Z&H%OFZM =0.
Yy=Yo
. . . u(x,y) .
Schreiben wir f(x,y) =u(x,y)+i-v(x,y) = , X, VeER, u,v:Q— R, dann ist
v(x,y)
u(x,y) ~ u(xo, o) _ g—;‘(xo,yo) g—;(xo,yo) [*x=%0 o
vxy) \veoy)) (FE@oy) 3500 y)) (y-x

-

A
Definition: f ist differenzierbar auf Q2, wenn f an jedem Punkt von Q differenzierbar ist.

Definition: Sei Q eine offene Untermenge von C, und sei zy € Q. Wir sagen, dass eine Funktion f : Q — C komplex differenzierbar

auf zj ist, wenn der Limes zan%o f(z;:—gzo) existiert. Dann schreiben wir % (zg) = Zli,néo ﬂz;:—jz:)(zo)
d .
Bemerkung: Es folgt f(z) = f (z03f+ d—’; (20) - (z = zp) + r, mit
lim | I |= lim | f (@)~ f(20)— g5 (20)-(z—20) = lim | f@)=flz0) _ d_f(z )= 0
Z—20' z—z0 '~ 220 z—2zy T~ zZ—2 z—20 dz \<0) 1= Y.

Die Funktion f ist also auch im Sinne von R differenzierbar.
Definition: Sei Q) c C offen. f ist komplex differenzierbar auf Q oder holomorph auf Q, wenn V zy € Q die Funktion f am Punkt zj
komplex differenzierbar ist.

Eigenschaften: Seien f, g holomorph auf Q, dann gilt:

* f+ gistholomorph und % = % + %.

e f.gistholomorph und %(f'g)z %-g+%-f.
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ist tiberall dort holomorph, wo ch definiert ist, also auf Q\{z: g(z) = 0}.

e Seien f:Q — U und g: U — C holomorphe Funktionen, dann ist auch g o f holomorph.

« Seien U, V offen und sei f : U — V bijektiv und holomorph, dann ist die Inverse f~! : V — U holomorph auf V.

Beispiele:
a) flel=a Yz
ﬂz;:—/;o(z") = g_;z‘z =0 z— 7, 0. Konstanten sind also holomorph auf C mit % =0.

b) f(z)=z.Dal (Z; ;)(ZO) = 222 =1 z—7 1 ist diese Funktion ebenfalls holomorph auf C mit % =1
¢) f(z)=P(z) mit P = Polynom ist holomorph auf C.
d) f(2)= 58 mit B, Q = Polynom ist holomorph auf C\{Nullstellen von Q}.

e) Gegenbeispiel: f(z) =Z. Die Funktion f ist R-differenzierbar aber nicht holomorph.

Wir werden von nun an stets die folgende Notation vewenden: z=x+i-y, x,y € Rund f(x, y) = u(x, y)+i-v(x,y), u(x, y) v(x,y) €R.

Definition: Wir schreiben, dass g = o(| z— z¢ |"*), wenn le)n%() =z =0und g = O(l z—z |"), wenn 3 M, so dass | T Z 7 |< M in

eine Umgebung von z.

In dieser Notation: f ist C-differenzierbar am Punkt zg < f(z) = f(z0) + f'(z0) - (2— z0) + 0(| z— 20 ).

Beispiele:
a) Sei f(z) =z, dannist f=0(| z1), weil | é |=l1|=1=M.
b) f(2) = z2: Es gilt

@ f=0(zl?
(b) f=o0(zl

Beweis:

) | f(2 |=1man kann also M = 1 wihlen.

b) 112 1=1z] 0.

Satz von Cauchy-Riemann: Sei Q c C offen und f differenzierbar (im Sinne von R) auf Q. Dann gilt
(f = u+i-vholomorph) < (V (x,)) €Q 0x = g; sowie gz = g—;)
Beweis: ‘="

Wir berechnen zlinéo ﬂz;:—]z;(zo) auf zwei verschiedene Arten:

1. Wirwihlen zuerst z=zg+ h=xg+ h+i-yy mit heR.

fl(z0) = le’n%() f(z; }Z‘O(zo) }%E»n() u(xo+h,yo)+i-v(xo+h, y;)l) (u(x0,y0)+i-v(x0,0)) _ hm (u(x0+h yoli u(x0,¥0) i v(xo+h,y0)— (X0, 70)
i+ 32 (x0, y0) (D

2. Nun nehmen wir z=zg+i-h mit heR.
% _ ZILH%O f(Z;:£:ZO) _ ZILH%O(u(xo,y0+h)+i-v(xo,yov;fl})lf(u(xo,yo)+i-v(xo,yo))) _ % . (g_l; +i- g_) —_i. ( +l 6U) (I

25

) = 9% (x0, yo) +



Vergleich von (I) und (ID): ax +i- g; =—i- (— +i- ) © ax g” und % = —g;

« ”

“—
Wir nehmen an, dass u und v differenzierbar (im reellen Sinn) und dass die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillt sind. Dann:
oy =ulx,y)+i-v(x,y) = ulxo, yo) + 3¢ (x0, yo) - (x — Xo) + &y (%0, 0) - (¥ = yo) + 0l 2= 20 )+

+i'{v(xo,J/0) + 92x0, Yo0) - (= %) + 350, 70) - (= yo) + 0(1 2= 20 D} = F(20) + 5 (20) - ((x= o) + - (y = yo)) +

Z—20
(zO) (y— yo)—z (x — xo)) +o(l 2= 20 D= flzo) + (3 —i- 5y) (z—2zp)+o(lz— 2z |).
—z-(zfzo)
Es folgt, dass f’(zg) existiert und f’(zg) = ax L (X0, y0) —i- 0y (X0, yo)- O

Beispiele:

1. f(z) =z ist nicht holomorph.
f@=x—-i-y=u+i-v.

ulx,y)=x,v(x,y = —yzg;—l,%:—lzg—ﬁyég—;.

2. f(z) = z? ist holomorph

; f@-fz0) _ -z _ (zmzp)(ztz) _ — 5.
e direkt: % " m T (a) =2t z—22 2.

* mit Cauchy-Riemann: f(z) =z% = (x+i-y)> = x* - y*>+2-x-y-i.
u(x, y):xz—yz, vix,y)=2-x-Y,
ax =2 x’ =2y

w _o, _a_u__.
a—y—2x, ox = 2-y.

w
=

z) = e% = Xty = gX. (cos()+i-sin(y))=u+i-v, u=e*-cos(y), v=-e*-sin(y).

=e"-cos(y), g—; =—e%-sin(y),

D
‘<|Q Hl:

=e*-cos(y), —% =—e*-sin(y).

(S

Definition: Sei Q) c C offen. Q ist nicht zusammenhingend, wenn offene Mengen V, W existieren, so dass

Q=VuW,VnW=¢gund V # @, W # @. Wir sagen, dass Q zusammenhingend ist, wenn Q nicht nicht zusammenhingend ist.
Beispiele:

x/\_/\_./

. N zusammenhédngend  zusammenhingend
nicht zusammenhéngend

Korollar: Sei Q offen und zusammenhéngend und sei f holomorph auf Q. Wenn f R—wertig ist, dann ist f eine Konstante.

Beweis: Sei f = u+i-vmitv= Odannlstax—+ay 0= J¢psodass u=p(y). Dannlstay—a—’;— ax =0 = ¢ = eine Konstante.

O
Bemerkung: Wenn Q nicht zusammenhéngend ist, dann ist eine reellwertige holomorphe Funktion lokal konstant, jedoch nicht

unbedingt global.
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Q=VuWw

Abbildung 2: Eine reelwertige holomorphe Funktion f mit f’ = 0 die nicht konstant ist, weil Q nicht zusammenhéngend ist.

Satz: sin(z), cos(z), sinh(z), cosh(z) sind holomorph auf C.
ei-z_e—i-z .

Beweis: Zum Beispiel sin(z) = >

¢ z— i holomorph (Konstante).

¢ z— zholomorph (schon bewiesen).

* z— i-zholomorph, weil das Produkt von holomorphen Funktionen wieder eine holomorphe Funktion ergibt.
e z — ¢* holomorph (schon bewiesen).

oz ¢l2 Zusammensetzung von z — i - z und z — e = holomorph, identisch fiir z — e iz,

iz

* z— e!# - e~"% holomorph, weil Summen von holomorphen Funktionen holomorph sind.

elz_pmivz

2-i

° 7

Produkt — holomorph.

4.5 Integration im Komplexen

(D)

Definition: Eine stetige (bzw. differenzierbare), orientierte Kurve y in C ist eine Abbildung R > [a, b] 3 t — y(#) = x(¢) + i - y(¢), wobei

x und y stetige (bzw. differenzierbare) Funktionen sind.

™
e e

nicht stetig  stetig, aber nicht differenzierbar

b b b
Definition: Sei h = u+ i - v C—wertig, dann definiert man [ h(#) dt:= fu(9) dt+i- [v(¢) dt.
a a a

Definition: Sei y eine orientierte, differenzierbare Kurve y : [a, b] — Q. Sei f : Q — C stetig. Man definiert:

b
d
ffdz::ff(x(t),y(t))-d—j(t)dt.
Y a
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G

Abbildung 3: Eine Kurve in Q.

Beispiele:
c f@=2,y@=1,te[0,1], YD) =t+i-0,x() =1, y(1) =0, 92 =42 + ;. LV _ 1 1 .q,
1 1
{fdz:ofz(t)-%dtzoftdtzé.
[ﬁt
0 1
.
=1 — ; — _ ¢ dz _ d dy _
. Y(t)—z-t,lz(t)_0+z-t,lx(t)_o,y(t)_t,d_j_d_ltcﬂ.m_l,
[fdz=[f-%dt=-[tdt=-].
Y 0 0
———
0, 1
—.
e Kreis
f(2)=z"mitnez,[0,2-7]3t— z(t) = e’
%=%(cos(t)+i-sin(t)):—sin(t)+i-cos(t):i~e”.
2 . 2 27
n#-1: [z"dz= [(e")"-i-ettdt= [Vl dt=i- [[cos((n+1)-t)+i-sin((n+1)-1)]dt=
Y 0 0 0
; sin((n+1)-1) 27 cos((n+1)-1) |2'ﬂ
n+l o~ n+l o
0 0

2.
n=-1:i- [1dt=2-7-i.
0

Insgesamt bekommen wir [ z" dz =
Y

¢ Kreis mit Radius r und Zentrum z.

Gegen den Uhrzeigersinn

Z()=zg+r-ell, L=y j. el
. 2.7 ) . 0 n#-1
y(t)y=zo+r1-e"l, f(2)=(z—20)" [(z—z0)"dz= [ (r-e")"-(r-i-e")ydt=r1*".i.
Y 0 2.1 n=1

=2-7-i, ansonsten [(z—z9)" dz=0.

Daher: Fiir n = -1 gilt [ Z’fz
Y Y

20
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—F /w0
_[ ]_
o p

(t(s)) = Y(s)

Abbildung 4: Die Kurve 7 ist eine Umparametriesierung der Kurve y.

Uhrzeigersinn:
y()=zo+r- e 92 =_r.j.e"" = man bekommt 0 bei 1 # -1 und Z‘ZO =—2.7-imitn=-1.
Eigenschaften:

a) [(f+g)dz=[fdz+[gdz.
Y Y Y

b) fA-fdz=A-[fdzfirdeC.
Y Y

¢) [ f dzhingt nicht von der Parametrisierung ab.
Y

Genauer: Sei y eine differentzierbare Kurve [a, b] 3 t — y(¢), und sei [a, f] 3 s — £(s) € [a, b] eine differenzierbare monoton

wachsende Bijektion. Setzen wir 7(s) = y(z(s)), cf. Abbildung 4. Dann gilt

?ffdz=yffdz.

Definition Seien y;, i = 1,..., n differenzierbare Kurven. Man definiert

f fdz::izzn‘ii/l[fdz.

U;L:ﬂ/i

/
YE q{4

VE

Abbildung 5: 1, ...,y differenzierbar, in diesem Fall ist y = U‘;:lyl- stetig und differenzierbar.

Eigenschaft: y=yuy = [fdz=[fdz+ [ f dz.

Y 7 ¥
Satz: Sei ¢ eine differenzierbare Bijektion R > [a, ] 3 s — ¢(s) € [a, b] und sei y eine differenzierbare Kurve, [a, b] 3 t — y(¢) € C. Wir
definieren y(s) = y(¢(s)). Dann gilt:

a) ¢ istmonoton wachsend < [ fdz=[fdz
Y 7

b) ¢ istmonton fallend < [ fdz=-[f dz
Y 7

Beweis:
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[0B] ——> [a.b]——> C

S~ 7

A

Y

dy

a) ¢ monoton wachsend, z(t) = y(?), % =
b
— dy
{f dz=[fo(0)-F; dt
Substitution: y(£(s)) = 7(s), d—z = % . %, dt= %ds,

dr di

b p p N
JFa@) -9 dr= [ poy)- -9 as= [ )= [fdz
a a a ’)7

O

b) ¢ monoton fallend = das Vorzeichen dndert sich.

Definition: Sei y eine Kurve mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z,. Die in entgegengesetzter Richtung durchlaufene Kurve bezeich-

net man als —y. Es gilt dann [ f(z) dz=— [ f(z) dz°
=Y Y

¥, ¢ fallend

Z;

?, ¢ wachsend

NS

A4

Beispiel:: [0,1]13 ¢t — y(8), (=y) () :=y(1—1)
Satz: Sei Q < C und sei f holomorph auf Q. Nehmen wir an, es existiert eine Funktion F auf Q, so dass % = f. F wird dann Stamm-

funktion genannt. Sei y : [a, b] — Q. Dann gilt
f fdz=Fyb) - Fya).

Y

7(b)

S—ym) £ -y
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b b b
Beweis: F(y(b)) — F(y(a)) :f%[F(y(t))]dt: f%(y(t))% dt= ff(y(t))% dt=[f(z) dz.
a a a Y
Korollar: Sei y eine geschlossene Kurve (das heil3t y(a) = y(b))

v(@)=y(b)

Wenn ein F existiert, so dass F' = f, dann st [ f(z) dz=0
Y
Beweis: ffdz =F(y(b)) - F(y(a)) = F(y(b)) — F(y(b)) =0.
Y

Korollar: Wenn ein F existiert, so dass F’ = f, dann hiingt [ f dz nur von den Endpunkten ab.
Y

71(b)=1,(b)

T \wa dz= F(y, (b))-F(y; (a)=
T

=F(1(b))-F(y:(a)) = er dz
2

n(@)="1(a)

4.6 Integralsatz von Cauchy
Definition: Sei U c C
a) Das Innere von U ist definiertals U = {z€ U |3e>0:D(z,6) cU}

b) Der Abschluss von U ist definiertals U ={z€ C|V ¢ >0:D(z,e) N U # @}

c¢) Der Rand von U ist definiertals 0U ={ze C|Ve>0:D(z,e)NU # @ AD(z,€) N (C\U) # @}

Bemerkungen:
a) U=UudU
b) oUNU=9

Beispiele:

a) Q=D(zg,r)=1{z:lz—2zp|<T1}

dann
. Q =0

. ﬁz{z:lz—zolsr}
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e 0Q = C(zp,r), wobei C(zg, 1) ={z:|z—zy|=r1}

b) Q= D(zy,12)\D(z9,11) —{z:11 <l 2— 20 |< 12} (¥)

Mengetheoretisch: 6Q = C(zp, 12) U C(zy, r1); aber mit Orientierung 6Q2 = C(zp, r2) U —C(zp, 11)

Definition: Sei Q offen und y eine Kurve auf dem Rand von Q. Man wihlt die Orientierung von y so, dass sich Q2 am linken Ufer von

Satz (Integralsatz von Cauchy): Sei Q offen. Wir nehmen an, dass 0Q eine Vereinigung von endlich vielen differenzierbaren Kurven

v befindet.

ist, und dass f:Q — C stetig und f holomorph auf Q ist. Dann gilt
f f(2)dz=0.
aQ

Beweis nur fiir ein Rechteck: Q = (a, b) x (c, d). Wir konnen schreiben 60Q = y; Uy, Uy3 U vy, vgl. Abbildung 6.

Seiy;(x) = x+1i-cmit x € [a, b], dann ist dY‘ =1lund x+i-c= (x,c). Weiterhin gilt:

b

/f(z) dz= ff(x c)— f(u(x,c)+i-v(x,c)) dx.

a
Wie sonst auch schreiben wir f = u + i v fiir reellwertige Funktionen u und v.

Yo:y2(y) =b+i-ymityec, d] und "f]yz =i

Jf@)dz= ff(by)dy2 dy—lf(u(by)+z v(b,y)) dy,
7
7”23——Y3m1t73(x) x+z dundxe[a bl,
b
ffdz__ffdz——ff(Y3(x)) s gr=- —[(u(x,i-d)+i-v(x,i-d) dx,
a

¥4 dhnlich: ff dz= —f(u(a,y) +i-via,y)-idy,

ffdz+ffdz——f(u(x d)—ulx,0)+i - (v(x,d)-v(x,c)) dx=- ff( +i- a”)dxdy,
71 Y3

v
y (x,y) dy

d
9 (x,y) dy 1%
c

StY=a
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(a,d) T (b,d/— «

Ya Y2

(a.c) N (b.c)

Abbildung 6: 0((a,b) x (¢,d)) =y1Uy2UYy3UYa4.

d
Yfzfdz+yf4f dz= icf(y(b,y)—u(a,y)+i-(u(b,y)—u(a,y))) dy= [ (i-3% - 9% dxdy.
fbg—z(x,y) dx f"—i(x,y) dx
Es folgt, dass
ou 0 v 0
ffdz:ffdz+ffdz+ffdz+/fdz:ff(—a—u—é—i-(a—y—a—;t)) dxdy =0,
0Q 71 Y2 Y3 Y4 ¥ Y

wegen der Cauchy-Riemann Gleichungen.

Definition: y : [a, b] — C ist einfach geschlossen, wenn y(a) = y(b) und v : [a, b] — C injektiv ist.

Selbst-Schnittpunkte

f( nicht erlaubt!

7(a)=y(b)

Abbildung 7: Eine Kurve die geschlossen ist, aber nicht einfach geschlossen.

Jordan Lemma: Sei y einfach geschlossen, dann existiert eine offene begrenzte Menge Q, so dass 0Q =y.

Anwendungen:
1) Seiy eine einfach geschlossene Kurve, dann gilt:
@ [ % =2-7-i, falls y den Nullpunkt 0 umschlief3t,
Y

(b) f % =0, falls y den Nullpunkt 0 nicht umschlie@3t.
Y

Y v

Beweis:



(a) Wirwihlen Q, so dass y = Q, und setzen = Q\D(0, €) mit € klein genug, so dass D(0,€) c Q. Dann 0Q = QU (- C(0,¢)),

ff(z)dz fdz fdz f——2nzz %zz-n-i.

Y C(0,6) Y

und

(b) ist klar (folgt direkt von dem Satz von Cauchy)

(c) Analog:
2.m-i, falls n=-1undy den Nullpunkt zp umschlief3t;
f (z—29)" dz=

0, in allen anderen Fillen.

4.7 Unbestimmtes Integral

Satz: Sei f stetig auf einer offenen Menge Q und sei zg € Q. Nehmen wir an, [ f dz = 0 fiir alle einfach geschlossenen Kurven in Q.

Y
Sei v, eine beliebige stiickweise differenzierbare Kurve von zj bis z;. Dann ist die Funktion
O3z~ F(z)) = f fl»)dz,
Yz

wohldefiniert in dem Sinne, dass das Integral unabhéngig von der Wahl von y,, ist. AuBerdem ist F holomorph und F' = f.

Ohne Beweis, nur eine Bemerkung: Wie betrachten zwei Kurven y und ¥, beide von zj bis z;.

Zy

Zg

Dann ist die Kurve y U (—7) geschlossen, und daher gilt

ffdz 0<=>ffdz+ffdz 0<=>ffdz ffdz O@ffdz ffdz

YU(=7y)

Das zeigt, dass F von der Wahl von y;, unabhdngig ist und somit nur von z; abhéngt. (]

4.7.1 Anwendung: Stammfunktion von %

Erinnerung Satz (1): Sei Q offen und f stetig auf Q. Wenn [ f dz = 0 fiir alle einfach geschlossenen Kurven in Q, dann existiert ein
Y
F, so dass f = F'. Wihlen wir ein beliebiges z € Q, dann gilt fiir z; € Q, dass

1
F(z;) = f zdz+C,
Yz

wobei y,, irgendeine Kurve in Q von zj bis z; ist und C eine Konstante.

Erinnerung Satz (2): Sei Q offen, f holomorph, UcQ, dannist [ f dz=0.
U
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Abbildung 8

Erinnerung Satz (3): Jordan Lemma: Jede einfach geschlossene Kurve in R? ist eine Randkurve.
Korollar: Jede holomorphe Funktion auf C hat eine Stammfunktion.

Jetzt betrachten wir die Funktion %, die nur fiir z # 0 holomorph ist. Es gilt:
Satz: Setzen wir Q =C\{x+i-y|y =0, x < 0}. Dann ist % = (log z)" wobei log der Hauptzweig des Logarithmus ist.
Beweis: % ist holomorph auller bei z = 0.
Firr>0,gilt: [ % dz=2-m-i#0,auf C* kann man Satz (1) also sicherlich nicht anwenden. Aber wenn wir eine geschlossene
Kurve in Q ﬁngsl(?,, r()iann schlieBt y den Punkt z = 0 nicht ein, also kann man Satz (2) und Jordan Lemma benutzen. Man bekommt,
dass [ % dz = 0. Aus Satz (1) folgt, dass ein F existiert, so dass F' = % und F(z)) = [ % dz, wobei y, irgendeine Kurve von zp = 1 bis
21 istj./ .
Die Berechnung von F(z;) fiir | z; [=1,d.h. 2z =11 - e!"?1 mit rn=lz=1, ¢ €[0,2-m) ergibt
Ya =YUT,Y(@: tell,nl,y(®) =t
[Ldz= I}Ilt dt =log(ry) —log(1) =log(r1) =log| z; |
ym): te0,p1], 70 =l 21 |-e" =2(1), =i |z |- = i-z(1)
[z = (? 20 gr— .
7 z o z(1)
S % = f% +f% =log| z1 | +i- @1 = Hauptzweig des Logarithmus (z1).

Y ¥

Yz
Fiir die verbleibenden Fille sind die Rechnungen analog. (]

4.8 Cauchy’sche Integralformel

Satz (Cauchy): Sei f holomorph auf eine offene Menge Q2 c C und sei D(zp, r) € Q. Dann ist

L f f@ dz= f(zp).

2-7m-i zZ—29
0D(z,r)
Beweis: Fiir alle r mit D(zg, r) € Q setzen wir
1 z
F(r)= - 2 dz.
2.1 Z—20
0D(zg,r)
Dann gilt:
1. Fist r-unabhingig
Beweisvon 1.:Sei0 < r; < r. Wir setzen U = D(zg, r)\D(zg, 1), dann ist die Funktion zf_(—z holomorph auf U und 6U = C(zy, r)uU

(—=C(zp, 1)), vgl. Abbildung 8. Folglich

1 / f(Z) dZ"l‘ 1 / &dZ:OzF(I‘)=F(r1)-

2-7m-1 zZ—2 2-m-i zZ—2
Cl(zo,1) —C(z9,11)

~ )

-

F(r) —F(r1)
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2. Fiirkleine r; mit r; =| z— zg | ist f(2) = f(zo) + f'(20) - (z2— 2z9) + 0(| 2— 2 |), also

1 (2) 1 (z0)
S COR N O [
271 Z— 2 271 Z— 2 2-7m-1 0
0D(z9,11) 0D(z9,11) 0D(z9,11)
0
1 o(l z— z
. ' (I ol)d
2.1 zZ—20
0D(zp,11)

—0 fiir r;—0

Tatséchlich:
ﬁ I ) =2 ;g dz= mf’(zo) f 1 dz, (1 ist holomorph und D einfach geschlossen).
oDt aD(z0,m1)
0
Auf dD(0, 1) gilt o‘(lzz zzooll) r—o 0 und somit 5= 2 — [ M dz /=00,
6D(Z(),r1)
Wir erhalten
1 f(z0) 1 f dz 2-m-1- f(zp)
dz = f(z = = f(z
2.0 zZ—2y =1 0) - Z2— 2 2-m-i fz0)
0D(zo,11) 0D(z9,11)

270
und es folgt dass

F(r) = F(r) = JMF(ry) = f(z0) +0+0= f(z0).

4.9 Ableitung einer holomorphen Funktion
Satz: Sei Q offen und f holomorph auf Q. Dann ist f’ ebenfalls holomorph und fiir alle r mit D(z, r) < Q gilt

[ /@ dz
(z— z0)?

0D(z9,r)

f(z0) =

~.

2.7

Beweis: Seien z; und r; so gewdhlt dass

D(zp,r) € D(z1,11) €,

dann bekommen wir

[ L2 [ LD [ LD g [ L2,
(z—zp) (z—zp) (z— z9)? (z—z0)?

0D(z9,1) 0D(z1,11) 0D(z9,1) 0D(z1,11)
Wir haben

af d 1 f(2)

L - 2 24

dzy dzo(z-n-i z— 29 2)
0D(z9,1)

d 1 f(2) d

dzg 2-m-1i z— 29
0D(z1,11)

_ ! d f@ . 1 f f@

2-m-1 dz z— 2 2.7 (z— z¢)?
aD(Zl,l’l) N——— aD(Zl,l’l)
f@
(zfzo)2

= 1 f f@ dz.

2-m-1 (z—z0)?
0D(z9,1)

36

2



O

x2 , x>0 2-x, x>0
Bemerkung: Wir wihlen R3 x — f(x) € R so dass f(x) = , dann ist f’(x) = und f"(0) existiert nicht. Es
0, x<O0 0, x<0

gibt also keinen entsprechenden Satz fiir differenzierbaren Funktionen auf R.

M

Korollar: Sei Q offen und f holomorph auf Q. Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar mit

|
£ (zg) = —2 f _J@ .
2 i

ST (Z— Z())n+1
0D(zg,r)
Beweis: Wie in (2):
an a" 1 (2)
{;(Zo) = m - / dz)
dz dzf 2-m-i z— 2
8D(zo,1)
ar 1 z
= — . G dz)
dzj 2-m-i zZ— 29
6D(Z1 71)
1 z
_ ‘ f( ) Vdz
271 dzO zZ— 2o
6D(zl,r1) —
n!f(z)
(z-2g)*1
n! z
= - f @ dz. 3)
2.7 (z—zp)t!
8D(zo,1)

O
Korollar (Cauchy-Abschitzung): Sei Q offen und f holomorph auf Q. Des Weiteren nehmen wir an, dass | f(z) |< M flir | z—zg |=.

Dann gilt

M-n!
| £ (z0) |= ——

Beweis: Wir benutzen die Gleichung
M — n! f f(@ d
@ 2-m-i (z—z0)1 7
aD(zo,1)

Wir wihlen die tibliche Parametrisierung z—zg =r - el mit ¢ €[0,2-7]. Dann ist g—; =i-r-el'? Weiters

27 .
| Lel'® . ip
[ Larre L dp = |ff(z°+re L ap|

(n)
[ (=) | 2_7[./ n/f el(n/f) eln¢g
0

n! “ flzg+71-€"?)
' f - | do

< I -
2-mr el
0 _V_J
<M
<2-m-M
n'-M
< .
rn
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Korollar: Sei f holomorph auf Q und sei y = U mit U < Q und z € U, U offen. Dann ist
n! f(2)

=" (z9).

2-1-1J) (z2—2z9)"*!
Y

Beweis:

Sei r klein genug, so dass D(zg, r) c U. Dann ist 7 f)nﬂ holomorph auf U\D(zo, r), d.h. f Rt dz =0, aber
d(U\D(zg,1))
f [ dz— f —f dz,
(Z ZO)VH—I (Z Zo)n+1 (Z_ZO)VH—I

8(U\D(zo,1)) 0D(z0,1)

f _ f f _ 2-m-1 (n)
f(z—ZO)”“ dz= (z— zg)"+1 dz=— 1" (0.
Y

0D(z9,1))

also

Satz (von Liouville): Sei f holomorph auf C. Wenn eine Konstante M existiert, sodass | f |< M, dann ist f konstant.
Beweis: Von der Cauchy-Abschitzung mit n = 1 erhalten wir | f'(zp) |< A—f Y zo V r. Aber r ist beliebig grof3, also ist % beliebig klein
und es folgt, dass | f'(zg) |= 0. Da zg beliebig war, ist f' = 0 auf C = f =const. O

Satz (Fundemantelsatz der Algebra): Jedes Polynom hat mindestens eine Nullstelle in C, wenn die Ordnung gréer oder gleich eins

ist.

Beweis durch Widerspruch: Nehmen wir an, P = a,,- 2" + a,_1 - 2"~ +---+ ag mit a,, # 0, d.h. insbesondere | a,, |# 0, hat keine Null-
stelle. Fiir groBe z: | P(2) |=| an |- | 2 |" | ‘—> 00, also 5= |P(z)| W Iz:) 0. Es folgt, dass f(z) = beschrankt und holomorph
ist, also konstant = Widerspruch. O
Korollar: Jedes Polynom von Ordnung n = 1 ldsst sich zerlegen als P = a,, - (z—z1) - (z—22) - -+~ (z—2z,). a,€C, z; €C.

4.10 Unendliche Reihen komplexer Zahlen

Unser Ziel ist der
Satz: Sei f holomorph auf D(zy, ), dann existiert {a,},en, ¢n €C,s0dass V | z|< 1, f(2) = OZO ay - (z—zp)" gilt, wobei die Reihe
absolut konvergent ist. i

Um diese Ziel zu erreichen, miissen wir ein wenig arbeiten. Wir fangen mit einer Definition an:

Definition: Sei {a,,} ,en, an, € C. Wir sagen, dass
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[e @] n (0]
a) ). a,konvergiert, wenn ein a € C existiert, so dass ). a; — a. a heil3t die Summe von {q;}. Wir schreibena= }_ a,
n=0 i=0 n— n=0

o0 o0
b) Y a,istabsolut konvergent, wenn die Reihe Y | a, | konvergiert.
n=0 n=0

Liste von Konvergenz- und Nichtkonvergenz-Kriterien

(e e}
1. Nehmen wir an, dass a, - 0. Dannist ) a, nicht konvergent.
n=0

2. Vergleichskriterium 1

o0 o0
Sei| a;, |< M- | by, | fiir ein M € R und eine absolut konvergente Reihe ). b,.Dannistauch )} a, absolut konvergent.
n=0 n=0

3. Vergleichskriterium 2

(0]
| anl<| by, Y annichtabsolut konvergent = }_ b,, ebenfalls nicht absolut konvergent.
n=0

4. Quotientenkriterium 1
(e 9) o0
Nehmen wir an, dass ¢q := lim | “Z—;l | existiert. Dann gilt: g <1 = ) a, ist absolut konvergent; ¢ > 1 = }_ a, ist nicht

n=0 n=0
konvergent.

5. Quotientenkriterium 2

o0
Nehmen wir an, dass g € (0,1) und N existieren sodass V n= N | “;—;1 |< g.Dannist ) a, absolut konvergent.
n=0

o0
Nehmen wir an, dass g > 1 und N existieren sodass V n= N | “Z“ |= g. Dann konvergiert die Reihe Y. a;, nicht.
" n=0
6. Wurzelkriterium 1
. o0 (e ¢]
Nehmen wir an, dass g := nleoo V| ay | existiert. Dann gilt: g <1 = Zo ay ist absolut konvergent; g > 1 = Zo ayp ist nicht
n= n=

konvergent.

7. Wurzelkriterium 2

[o0]
Nehmen wir an, dass g € (0,1) und N € N existieren, sodass V n= N {/| a, | < q. Dannist } a, absolut konvergent.
n=0

Beispiel: OZOO z",d.h. a, =2".
n=
Vian1=V1z1"=lz| 1=zl
Wurzelkriterium 1: | z |[< 1 = Reihe ist absolut konvergent, | z |> 1 = Reihe konvergiert nicht
lz|=1,]an|=|2"|=|z|"=1-» 0, also keine Konvergenz.

oo
Zusammenfassung: Y. z" konvergiert genau auf D(0,1).
n=0

0 1
Bemerkung: Y z" =
n=0 1-z
——
definiert und holomorph auf C\{1}

Jzl<1

Beispiele:

b Z=20\n
e Y (5
n=0
Wurzelkriterium: a, = (552)"
Z—Z
Vian =2

<1< z€D(zy,R)

>1l<|z—2z)|>R

=1= a, - 0 = keine Konvergenz
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Yz
[ ] =z
n=1 n
. . . . . n n .
Vergleichskriterium: }_ | z|” konvergiert auf D(0,1) und es gilt | % =)z = % % konvergiert auf D(0,1)
. . . n . ﬂ .
Quotientenkriterium 1: a, = <-. Es gilt | “Z—;l |= |2+ = 2L |=|z]-| ﬁ |—|z]|
n

| z|> 1= Reihe konvergiert nicht
g
N N
lzl=1= ¥ |Z|= ¥ 1 — oo, also keine absolute Konvergenz fiir | z |= 1.
1 n 1” n—oo g
n= n=

4.11 Potenzreihen

(o]
Definition: Eine Potenzreihe ist eine Reihe Y. a,,-z" mit a,,z€C.
n=0

Hauptsatz: Es existiert eine Zahl R € [0,00] := [0, 00) U {oo}, so dass

[e.o]
(@) Y ap-z" konvergiert absolut fiir | z |< R,
n=0
o0
(b) Y ay-z" konvergiert nicht fiir | z|> R.
n=0
R heil3t Konvergenzradius.
Bemerkung: Fiir | z |= R kann alles mdégliche geschehen.

Eigenschaften: (ohne Beweis)

1. Seir € R. Es existiert ein M, sodass |a, | -r"<sM<=r=<R

. R= %, qg>0
2. nll»moo | “;—:ll |= g existiert =
R=oco, g=0
. R=7, q>0
3. nh—>moo VI a, = q existiert =
R=00, g=0
. P — 1
4. Cauchy-Hadamard Satz: R = Timsup V]

Bemerkung: 3. folgt sofort von 4., weil wenn lim existiert, ist limsup = lim.

oo o0
5. Nehmen wir an, dass R > 0. Wir setzen f(z) = Y. a,-z" mit| z|< R. Dann ist f holomorph auf D(0, R) und f'(z) = ¥ %(an .
n=0 n=0
oo oo
z") =Y n-a,-z"'. AuRerdem hat ¥’ n- a, - z"~! denselben Konvergenzradius wie Y. a,-z""!.
n=0 n=0

=S} (e8] L+l ) )
6. Sei R>0und F eine Stammfunktion von f(z) = Y. a,-z" mit|z|< R, dannist F(z) = Y, % + ¢, wobei ¢ eine Konstante
n=0 n=0

-1

L h+l . . x
ist. Aullerdem hat Y “"nfrl denselben Konvergenzradius wie Y. a,-z"
n=0

o0 oo
7. Sei R; der Konvergenzradius von Y a,-z" und R, Konvergenzradius von Y. f,-z", dann hat } (a, + ;) - 2" den Konver-
n=0 n=0

genzradius R = min(Ry, Ry).

Bemerkung: R kann gréBer sein (das geschieht zum Beispiel, wenn man , = —a, nimmt).
Beispiele:
1. Y z": konvergiert absolut fiir | z |< 1, konvergiert nicht fiir | z |= 1. Der Konvergenzradius ist also R = 1.

(e 0]
z") mit Konvergenzradius R = 1. Also hat ) n-z" ebenfalls

T S 1 B 1 < 1_d
2. Ynz'=Y nz'"lz=z Y n-z',aber ¥ n-z" " =_7-(
n=0 n=0 0 n=0

n=0 n=0
Konvergenzradius 1. Aullerdem:

M8

d (L o ny_, d; 1 _ =z
%.(néoz )_Z'%(Tz)_ T
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3. Yn-z" R=?

sl ., (n+1l-z™H!

Quotientenkriterium: Tz

=(n+1)-| z|— oo fiir z # 0. Die Potenzreihe konvergiert also nur fiir | z|=0= R =0

n+1

z" .nt _ 1z
4. Y = ~» Quotientenkriterium: -2 ey eSS 0.

Die Reihe konvergiert fiir alle ze C= R =

Beispiel: Taylorreihe f(z) = Z [Mz0) (ZO) (z—zp)".

Satz (Korollar zu den Cauchy Unglelchungen)- Sei r > 0 und sei f : D(zp, 1) — C stetig und holomorph auf D(zy, r). Dann hat die

(Zo)

n
Taylorreihe Z FAGICO] (ZO) -(z—zp)" ein Konvergenzradius R = r. Anders gesagt, Z FARICO] - (z— zg)" konvergiert absolut fiir | z—zp |< .

. _ sup Mot )
Beweis: Wir setzen M = 2€D(z0.7) | f(z)|,sodass| f|l=M aufD(zo, r). Es gilt | f('” (2) |I= r—,? und somit
(n) _ n
|f ('ZO)-(Z—Zo)n|SM~(|Z zo|) “M-q",
n
mit g = 'Z_rZ°| Da ) q" fiir | g |< 1 absolut konvergiert, ist die Reihe Z r ('ZO) - (z — 29)™ absolut konvergent fiir | z— zp |< . O

Bemerkung: /\ Es existieren Taylorreihen fiir unendlich oft R- dlfferenmerbare Funktionen, die konvergieren, allerdings nicht gegen

die urspriingliche Funktion. /\
0 x=<0
x>0

><\'—'

Beispiel: R3 x — f(x) = {
e

(n)
Es lisst sich zeigen, dass f”(0) = 0 V n. Daher konvergiert Z o (0) -x" fiir alle x und Z " .(0)

n=0 n nO

x" =0, aber 0 # f fiir x > 0.

Satz: Sei Q c C offen, sei f holomorph auf Q und sei D(zp, r) € Q. Dann st f(z) = Z [Pz) (ZO) (z2—29)" V¥ z€ D(zp, 7).

Beweis: Wir wihlen rg < r, z; und rq, sodass D(z1, 1) < D(zy, rp), siehe Abbildung 9. W1r haben gesehen, dass

f(2) 4

-0 zZ—21
0D(zo,10)

flz1) = 2

Weiters konnen wir fiir z € 0D(zy, 1¢)

Abbildung 9
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1 1 ~ 1 1 i(zl—ZO)”

z-z z-z-(21-20) (e-z0) (- 22)  z-2 /5

schreiben. Die Reihe ist fiir | ZZI:ZZOO

|< 1 absolut konvergent, wir erhalten also

0o _ n [e] 00 (n)
1@ e -z _ > L _J@ (z21-20)" =) [ (=) ('ZO) (21— 29)". a

m-i (z—20) j=o (z—20)" =\ 2-m-i (z— 20)"™+! =
0D(zg,10) 0D(z,10)

f(z1) = 5

_ M)
- n!

4.12 Analytische Funktionen

Definition: Sei Q offen. Wir sagen, dass f analytisch auf Q ist, wenn fiir V zy € Q eine Potenzreihe ) a; - (z — 2p)" mit positivem
Konvergenzradius R existiert, so dass f(z) = OZO an - (z—zo)" fiir z€ D(zg, R).

Bemerkung: Sowohl die Reihe }_ a;, - (z - zp) n =a(is auch der Konvergenzradius hidngen im Allgemeinen von z; ab.

Aus den vorhergehenden Sétzen folgt:

Hauptsatz: Sei Q offen, dann gilt:

(f holomorph auf Q) <= (f analytisch auf Q).
4.13 Laurent-Reihen

o0
Beobachtung: Y z" = ;L fiir | z|< 1. Fiir| z|> 1 gilt:
n=0

1_ 1 _lil
l—z_z(l—- Z 520 2

Die Reihe konvergiert absolut V z mit | z |> 1. Das ist die zentrale Beobachtung, auf der die Theorie von Laurentreihen basiert.

[e.e] [
Definition: Eine Laurent-Reihe Y. a, - (z — z¢)" auf D(zg, r1)\D(zg, 1), wobei 0 < ry < 1] < oo, ist eine Summe
n=0

o0 o0
Y an-(z—20)"+ Y a—n-(z—20)7",
n=0 n=1

bei der beide Reihen absolut konvergent sind.
Satz (ohne Beweis): Jede holomorphe Funktion in einem Kreisring p, <| z— zg |< p; ldsst sich in diesem Kreisring in eine Laurent-

Reihe entwickeln.

Satz: Sei r € (p1, p2) mit p2 <| z2— zp |< p1 ein Kreisring. Dann ist

an = 1. f —f(z) dz VneZ.

2.7 (z—zp)+1
0D(z9,1)
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Beweis:

S i T
2.7 (z—zp)t!

0D(zo,1)

(e o)
1 Y am-(z—2z)"
m=-co m-n-1
= ; a (z—zp) dz =ay. O
2.1 f (Z—ZQ)”+1 2 ST lmz m f 0 n
0D(zo,1) 0D(zo,1)

s

=0, auBBer wenn (m—n—1=-1)<=(m=n), dann Integral= 2-7-i

Bemerkung: Eine wichtige Konsequenz des letzten Satzes ist a_; = ﬁ J f@dz.
0D(z,r)

Definition: Wir sagen dass zj eine isolierte Singularitiit von f ist, wenn ein r > 0 existiert so dass f definiert und holomorph auf
D(zg, 1)\ {zo} ist.

Sei Y. ez an(z—zp)" die Laurentreihe von f mit Zentrum z;.
1. zp heillt “wesentliche Singularitit”, wenn die Laurent-Entwicklung unendlich viele negative Potenzen besitzt;

2. zp heilst “Pol” oder “Polstelle”, wenn nur eine endliche Zahl von Koeffizienten a,, mit n < 0 nicht verschwinden. Die Ordnung

eines Poles ist die Zahl m, fiir die a,, = 0 fiir alle n < —m, aber a_,, # 0;
3. zg heildt hebbar, wenn a,, = 0 fiir alle n < 0.
Beispiele:

1. f(2) =22 z20undQ=C\{0}.

2n+1( 1

o0
Dann ist zy = 0 eine hebbare Singularitédt. Das kann man so sehen: Die Funktion sinz = }_ konvergiert absolut fiir
n

=0 (2-n+1)!

z € C, daher

2 n+1l (_l)l’l (_1)” 2-n+1

sinz 1 & z

—‘—Z i D" g2
z  z/4= @2-n+l)! 2 @2on+l)! oz

0 (2-n+1)!

1l
||M8

und es gibt keine negative Potenzen von z.
Bemerkung: Die Rechnung zeigt, dass f sich zu einer Funktion erweitern ldsst, die holomorph auf C ist. Das ist eine allge-

meine Eigenschaft von hebbaren Singularititen.

2. f(a)= =

In diesem Fall ist i eine Polstelle der Ordnung 1.

3. fla)= (z+l)3°

Wir erhalten
eZ eZ+l 1 __ e—l Z+1 — f (Z+ l)n
!
n=0 n:
mit Konvergenzradius R = co. Daher gilt
o0 i .
e t(z+)"
nz_:() n! 00 e—i 30 00 . 1
= =Y g+ )"0 = am-(z—29)" mit a,=e " ————.
! (z+1)%0 n;o n! m:Z_SO " 0 " (m +30)!

Das zeigt, dass (—i) ein Pol von f mit der Ordnung 30 ist.

4. f(a)=115, Q=C\I-1,1}

Es glbt zwei isolierte Singularitdten: z; =1, zp = —1.
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Laurent-Entwicklung am Punkt z; = 1:

2 1 1(1+1)1(—1)+1 1
<) = = —- = — — .
1-22 2 \1+z 1-z) 2 z-1 2 1+z
——
(%)
[e.0]
Die grote Scheibe mit Zentrum z; = 1, fiir die () holomorph ist, ist D(1,2). Demnach ldsst sich ﬁ als Taylorreihe ) aj(z—
n=0

1)" mit Konvergenzradius 2 schreiben. Die Laurentreihe von f mit Zentrum z; = 1 ist daher von der folgenden Form:

_ L S L
f@=1——F=3)— +ngoan (2= 1)

Das ist eine Polstelle der Ordnung 1: @, =0, n<-1und a_; = —%. Die Koeffizienten a, mit n = 0 kann man wie folgt berech-

nen:
11 1 (—1)”

1+z 1+l+z-1 2-(1+ 52 1y

ZZ(—— z-1)"=) ap-(z-1)" =
n=0

n=0

Ubung: Eine dhnliche Rechnung fiir z; = —1 zeigt, dass dies ebenfalls eine Polstelle der Ordnung 1 ist.

5. f(2)= 2, Q=C\D(,1), z9 =

A\ Der Punkt z = 0ist keine isolierte Singularitdt von f. A\

Aber wir kénnen die Laurententwicklung von f mit Zentrum zy = 0 in Q berechnen. In Q haben wir | z [> 1, d.h. | > |< 1, und
1 —2-(n+1)
(2) = ( Z 72+l - an-z" mit a, =0V n=-1.
/ DL+ z2) Z ,;0 n-Z_oo " n

Wir sehen auch, dass a_5.,_;=0und a_.; =-1V keN.

6. f(z)=ez, zeC*:=C\{O}.
o0 o0
flay=X% # . (%)” = Y a,-z2% mita, =0V n>0,und a, = % fiir n < 0. Daher ist der Punkt z = 0 eine wesentliche
= n=—00

Singularitit.

7. f@&)= — T

5 ist definiert und holomorph aufler an den Nullstellen von cosh(L )

Nullstellen: cosh(l) =0

<:>2—l mT+2- kﬂ)<:>

1 _1
w =0<=exp(l)=—exp(-1) = exp(d)=-1=exp(i-(T+2-k-m) mitke Z

1 =2
= tmezkn S 2T % T iokw

Esgiltzy — 0
| k|—o0
Daher: 1) Alle z;’s sind isolierte Singularitdten, 2) z = 0 ist keine isolierte Singularitit, somit keine wesentliche Singularitat!
Auf C\{0} sind alle Singularitdten isoliert.
Wir werden bald sehen, dass alle z; Polstellen der Ordnung 1 sind. Um das zu beweisen, ist es niitzlich einen neuen Begriff

einzufithren:

4.14 Nullstellen von holomorphen Funktionen

Definition: Sei f holomorph auf D(zg, r), dann ist zy eine Nullstelle der Ordnung » = 1, wenn:
f(z9) =0und f'(z9) Z0 fiirn =1,

f(z0) = f'(z9) =0und f"'(z9) # 0 fiir n =2,

flz0) =0=f'(z0) =--- = fV(z) aber " (zy) # 0 allgemein fiir n = 2.

Eigenschaft: Sei f holomorph auf D(zg, r) und sei zp eine Nullstelle der Ordnung N. Dann existiert eine Funktion g, die holomorph
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auf D(zg, r) ist, sodass f(z) = (z—zo)" - g(z) mit g(z) # 0.

Idee des Beweises:

f@=Y an-(z-20"= Y an-(z-20)"=(z=20)N Y an(z—20)""N =(z—29)" Y amen-(z—2)"
n=0 n=N n=N m=0

daag=am =--~=aN_1=0
Man setzt g(z) = Z am+n - (z— z9)"V. Die Funktion g hat den gleichen Konvergenzradius wie die Taylorreihe von f und es gilt
=0

fl2)=(z—- zo)N - g(z) wobei g(z9) = an #0, da f eine Nullstelle der Ordnung N hat.

Korollar: Seien f, h holomorph und zp eine Nullstelle von f der Ordnung N. Wenn h(zp) # 0, dann hat %23 eine Polstelle bei z, der
Ordnung N.

Beweis: ?8 = (Z Zf)l)(f,)g(z) = LO)N -% Da g(zp) #0, ist % holomorph in einer Umgebung von z

Also ist gg; = Z ay - (z — zp)" mit Konvergenzradius # 0 und ?Eg = oo zo)N Z an-(z—2zp)" = ngoan(z z0)" N = m:ZiNanHN-(z—
z9)™ = (Z“# + m +. )

ag = Mz0) () wenn h(zp) #0. O

8(z0)
Satz (beschreibt eine sehr wichtige Eigenschaft von holomorphen Funktionen): Sei Q c C offen und zusammenhéngend. Sei f

holomorph auf Q und seien z; € Q Nullstellen von f. Wenn ein a € Q existiert sodass zy P aeQ,dannist f(z) =0 VzeQ.

—00
(OHNE BEWEIS)

Anders gesagt: Alle Nullstellen von holomorpen Funktionen sind isoliert.

=20
n+2-k-m

Nicht-Beispiel: cosh(%), Zr =

cosh( é) =0 fiir zx — 0. Aber z = 0 ist nicht im Definitionsbereich von f, so dass es kein Gegenbeispiel zum Satz ist.

4.15 Meromorphe Funktionen

Erinnerung: Sei U eine Untermenge von C. Der Abschluss U von U ist definiert als die Menge aller Grenzwerte von konvergierenden
Folgen von Elementen aus U.

Wenn U c Q, dann ist der Abschluss von U in Q die Menge aller Grenzwerte von konvergierenden Folgen von Elementen aus U,
die in Q sind.

Definition: Sei Q) c C, offen. Eine Funktion f heif$t meromorph auf Q wenn {az,l}]ryz0 < Q mit N < oo existiert, so dass f auf Q\{z,}
definiert und holomorph ist, {z_,l} = {z,} in Q ist, und alle z, Polstellen von f sind.

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf Q hei8t M(Q).

Bemerkung: Holomorphe Funktionen sind meromorph.

Satz: M(Q) ist ein Korper. Anders gesagt, VaeC, f,ge M Q) gilta-f,f+g, f-gund, fiir g#0, < E M(Q).

Beispiele:

NeN, N=1.

a) (z— z)N

Holomorph auf C\{zp}, und meromorph auf C.
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b)

c)

d)
e)

f)

g)

P(z).
Q(2)’

Meromorph auf C, da holomorph auer an den Nullstellen von Q.

B, Q Polynome.

1

0 1
Die Funktion exp(%) ist nicht meromorph auf C, weil z = 0 eine wesentliche Singularitit ist: exp(%) =X — (unendlich
n=0 " V4

z*ﬂ
viele nichtverschwindende Koeffizienten a,, mit n < 0). Aber exp(%) ist meromorph auf C*.

In(z) ist nicht meromorph auf C (A egal welcher Zweig!)

Wenn «a ¢ Z, so ist die Funktion z% := exp(a - In(z)) nicht meromorph auf C.

_ 1
f(z) ~ sin(z) "
Nullstellen: sin(z) = 0 < z € n- 7 mit n € Z. Die Menge {a;} aus der Definition ist gleich {n - 7} ,c7, und somit abgeschlossen.

Daher ist ﬁ meromorph auf C, und damit auch auf jeder offenen Teilmenge Q2 c C.

f(Z)= _1

sin(%)'

f ist definiert fiir z # 0 und sin( %) #0,

sin(%) =0 % =n-nfirneZ* =7Z\{0} < z= ﬁ Der Definitionsbereich ist also C\ ({0} u {%}nez*)
1 . . g1
A{TT[}”EZ* ist nicht abgeschlossen, weil o Irllt;o 0.

Aber {0} U {#} nez+ ist abgeschlossen.

1 1

n € Z* sind isolierte Singularititen, z = 0 ist allerdings keine isolierte Singularitit = ist nicht meromorph

n = qnm sin()

auf C. Jedoch ist sm_l(l) meromorph auf C*, weil alle Singularitidten von m in C* sind Polstellen. Das folgt aus folgender
‘ _cos(L

Rechnung: Es gilt f'(z) =sin(1)’' = %(Z),

_ cos(n-m)
()2

und somit gilt fiir n € Z*, dass f'(a,) = = (n-m)?-(~1) #0. Es folgt, dass sin(%) Nullstellen a,, von erster Ordnung hat.

Daher sind die a;,’s Polstellen erster Ordnung von 1/ sin(%).

o0
Definition: Sei f(z) = Y. ay,-(z—zp)" auf D(zy, r) mit r > 0. Dann heilt a_; das Residuum von f am Punkt zy. Man schreibt
n=-o0

Res(f,zp) =a-1 .

1

Bemerkung: Wir haben gesehen, dassa_1=>— [ f(2) d=z.

2:m-i
0D(z,T1)

Satz (Residuensatz): Sei f holomorph auf Q auller an isolierten Singularitédten {z;}. Sei U offen mit U < Q und mit einem Rand 6U

der eine stiickweise differenzierbare Kurve bildet. Seien {z,, ..., zy} die Singularitdten von f in U: {zy, ..., zn} = {z;} N U. Dann gilt

N
ff(z) dz=2-m-i-) Res(f,zn).
U =l

i

Sei y = 0U. Wir betrachten V = U\ Ul,yzl D(zp,€), wobei € so klein gewéhlt ist, dass D(z,,€) < U. Dann ist f holomorph auf V und



J f@dz=0
ov

N
EsgiltaV=yu[—aD(zl,e)]U[—dD(ZZ,e)]---U[—aD(zN,e)],unddaherff dz= f +eeet f f(@)dz=2-ni Y Res(f,z;)
Y n=1
0D(z1,€) 0D(zn,€)
——
=2-m-i-Res(f,z1) =2-m-i-Res(f,zn)

Zuriick zum Beispiel: f(z) = , 2720, 27 5~ n, neZz*.

sm( Z)

L nez*?

Frage: Was sind die Residuen von f an z, = -~

Wir haben schon gesehen, dass die a,’s Polstellen erster Ordnung sind, also ist f(z) = z“ zlo + Z ay-(z—zg)".

Daher gilt hm (z—2z0)- f(z2) = hm (2—20) (=L + Z an-(z—29)") = hm (a-1+(z—2z9)-(ap+O0(z—2z0 ) = a-1.

ZZO

Diese Rechnung zeigt folgendes:

Fiir Nullstellen erster Ordnungist a_; = Zhrrzl (z—2zp) - f(2).
—Z0

Fakt: de l’H()pital gilt auch im Komplexen.

2

; Zn 1 _ & =
Bei z,, = -~ haben wir daher le_p;g sin(d) = Z_wn D)~ costD) T
)
Bemerkung: lergn ﬂz;:—glz") = f'(zy). Falls f(z,) =0, so ist hm f(z) = fl(zy) = lim im zf(;” = f’(z ;- Die de I'Hopital Regel folgt direkt

aus dieser Rechnung.
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