11. Lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
B zienten. Gardings Hyperbolizitéitskriterium :

Die einfachsten partlellen Differentialgleichungen sind die hnearen mit konsta.nten Koef-
fizienten, vgl. die Beispiele auf S. 5. Nur fiir diese Gleichungen ist eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit des Cauchyproblems fiir beliebige C*°-Daten
‘(erst seit 1951) bekannt. Die Theorie dieser Gleichungen zeigt, wie in diesem Fall die
Grundfragen (S. 14/15) beantwortet werden konnen und welche Rolle dabei die Begriffe
~ Symbol, charakterlstlsches Polynom usw. spielen; sie berextet zugleich die allgemeine Theo-
rie vor.

Wir betrachten als Beispiel wieder die Gleichung

Lu—A’k66Lu+Bau+Cu—f A (1)
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fiir eine N-komponentige Unbekannte u(t, :v), xz € R" Die N x N- Ma.tnzen A B C
sollen jetzt natiirlich konstante, i.a. komplexe Elemente haben. Alle Uberlegungen dieses
Abschnitts gelten ohne wesentliche Anderungen fiir Systeme beliebiger Ordnung an Stelle’
von (1). Die Gleichung (1) bleibt bei affinen Transformationen der Koordinaten ¢, z*
das R"*1 erhalten. Deshalb werden die folgenden Begriffe und Sitze i.a. affin-invariant .
formuliert.. : :

R o

Wir stellen folgende Hauptfrage: Zu ‘welchen Gléichungen vom Typ (1) gibt es Hyperebe- |
nen, fiir die das CP mit beliebigen C°°-Daten und beliebiger C°- Quelle f durch C°°
Funktionen u lésbar ist?

' \Damlt das CP fiir (1) mit Daten auf einer Hyperebene E so losbar ist, muB E fre1 sein,;
~ denn sonst wéren d1e Daten nicht beliebig vorgebbar (Siehe Abschnitt 6, S. 17). Sei also-
E frei und durch z° = t = 0 gegeben (Koordinatenwahl); dann ist A% = A invertierbar.

Im Hinblick auf Abschnitt 8 geniigt es, das Standardproblem zu untersuchen, also:

- Lu =0, ‘u(O,;'c)=0’, 8@(0,;1:) =u1(a:) . S Fay) (2)

Wir nghmen‘zunéichst den Trager von u; kompakt an, -
w €CPRM) L S @)

'Da L linear und translationsinvariant ist, liegt es nahe, (2) durch Fouriertransformation
" zu lésen. Fouriertransformation beziiglich t eignet sich nicht fiir das Anfangswertproblem, -
weil sich’ die Bedingung d;u = u; nicht ,lokal® mit der bzgl. ¢ Fourler-transfonmerten von

u formulieren 148t. Wir setzen deshalb versuchsweise
\

w(t,z) = (20)"2 / ¢"°za(t, Bk, | 3)
u1(x) =“(27r_)—"/2,/ eik”ﬁl(k)dk . 4)
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4 \\\‘ und ei‘halten — zunéchst formé,l — statt (2): |
| | L@, ikatk) =0 , 5)
| : : , ‘

a(0,k) =0, da(0,k)=w(k) - (8

: 1 _ Diese Gleichungen beschreiben ein Standa;rd-Anfangsweftproblerri fiir das System (5) ge-
i wéhnlicher Differentialgleichungen fiar @(t, k) mit k als Parameter. Wegen der Linearitét

HE ~ ist die Ldsung zu beliebigen Daten eine Linearkombination aus den N Losungen zu den
L] /1 0 ' ' .

; Daten | . |,...| - |- Faft man diese Losungen als Spalten einer Matrix U(t, k) auf, so
5 0 1 '
i mufl gelten

L@, ikULR) =0 -
, U0,k) =0, 8UO0k)=1 ; , o (8)
L die Losung von (5), (6) ist dann o |

| o k) =U@RRE) RN
Die Losung zu (7), (8) 148t sich durch das Kﬁrvenintegral -

U, k) = %}4 / e‘wta-l(;z’w,z‘k)dw : (10) |
| 4 | |

darstellen. Es ist iiber eine Kurve 'y in der komplexen w-Ebene zu erstréckén, die alle
Nullstellen des charakteristischen Polynoms ) -

g(—iw,ik) = det o(—iw, ik) 1 @)
positiv umlauft, z.B. {iber einen geniigend grofien Kreis. Hierbei ist o das (in Abschnift 10
definierte) Gesamtsymbol von L, und es ist wie in Abschnitt 10 ¢ = (—w, k) gesetzt.

Da8 das Integral %0) die Gleichungen (7), (8): erfiillt, folgt mittels des Cauchyschen
Integralsatzes durch den Grenziibergang I'y : |[w| = R — co. Um auch (8)z einzusehen,
_ entnehmen wir aus (1) ' : ' '

,  o(=iw,ik) = —Aw* 1+ O(lw[™) 5

- also ’ o .

7 o (—iw,ik) = —A w21+ O(Jw|™))

'(Die O-Terme beziehen sich auf ein beliebiges, abei‘ festes k.) Damit fblgt (8)2 mit T’y — oo.

Aus (3), (9) und (10) ergibt sich, gunichst formal, die Losung des Problems (2):
u(t, 7) = (2m) " / UGBk . (12
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Dies Integral stellt tatséchlich eine C°°-Lésung des Problems (2), (2’ ) dar, falls Differen-
tiationen beliebiger Ordnung nach ¢t und den z® mit der Integration vertauscht werden
diirfen. Das wiederum ist der Fall, wenn alle Integrale der Form

‘ / k.. kP OlU(t, k)i (k)dE
_ fiir jedes T > 0 im Bereich |t| = T, k € R, absolut und gleichmafig konvergieren. Nun
- folgt aus der Voraussetzung (2') iiber u; und dem Satz von Paley-Wiener, da8 |i| fiir

|k| = oo schneller als jede inverse |k|- Potenz abnimmt. Fir die Rechtfertlgung von (12)
reicht also aus, daﬁ

QU (t, k) = %f—_ / e~ —iw)lo™ (—iw,ik)dw (13)

fiir jede natiirliche Zahl [ in |¢t| < T gleichméaBig hochstens polynomial in k wéchst.

Um das Integral (13) abzuschéitzen, benutzen wir die Matrixformel a%q =g(c™H)7, die

- SR LIS @)

erglbt I’y werde so festgelegt: Um Jede Nullstelle w; von ¢(—tw, k) Werde ein Einheitskreis
geschlagen; die Vereinigung bzw. ,Zusammensetzung® dieser Kreise sei I';:

Dann folgt . : |
A a —tw
et ol < L g | 52 eeriaa
L Tx

Nun wachsen nach Abschnitt 10 die Nullstellenbetrége und damit auch die Werte von lw| |

auf ['x.hochstens polynomlal und das gilt auch fiir die Matrixnorm ga Als hlnrelchend :
erweist sich also schlleﬁllch,, da$ |e~**!| fiir alle reellen k und jedes Intervall |¢| < T auf Ty
beschrankt ist, was der Fall ist, wenn fiir alle k die Imaginirteile der:Nullstellen w; von
" ¢(—tw, tk) in einem von k unabhéngigen Streifen |Jw| < C liegen.. . :
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(2’) durch

Diese letzte Eigenschaft bedeutet aber, dal ¢ hyperbolisch und der Kovektor dt mit den
Komponenten (1,0,...,0) beziiglich ¢ raumartig ist, vgl. Abschmtt 10. Die Hyperebene
E(t =0) wird dann auch raumartig genannt.

Ergebnis: Das Standard-Cauchyproblem (2) mit (2' ) hat eine C>-Lésung, wenn das cha-
rakteristische Polynom ¢ von L hyperbolisch und die Anfangshyperebene fiir ¢ raumartlg
ist. Eine Losung w1rd (in ganz R™*!) durch |

u(t,x):z—z;%_;;/—f / ks () / I L N €1
' R, Tk ) ‘ ‘

dargestellt, worin @; durch (4) bestimmt ist.

Da mit der durch ¢t = 0 beschriebenen Hyperebene auch alle dazu parallelen und aus Ste-
tigkeitsgriinden auch alle Hyperebenen mit Konormalen in einer Umgebung von dt fiir L
frei sind, folgt aus dem Satz von Holmgren die Eindeutigkeit der Losung des Standardpro-
blems. Da nach demselben Satz jeder ,Linsenbereich“ ein Abhéngigkeitsbereich ist, hingt
die Lésung in einem beliebigen Punkt (¢,z) € R"*! nur von den Daten auf einem (von (¢, )
abhéngigen) kompakten Teil der Anfangshyperebene ab. Deshalb kann die Voraussetzung

u1 € C®(R™) - @

ersetzt werden. SchlieBlich ist nach Abschnitt 8 auch die Einschrénkung auf Standard-
Daten unnétig. Die Hauptfrage wird also beantwortet durch den -

Satz (Garding):

Zu einer partiellen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizignten gibt es Hyperebenen,
fiir die das Cauchyproblem mit beliebigen C*°-Daten und Quellen durch C*°-Funktionen

16sbar ist, wenn das charakteristische Polynom ¢ der Gleichung hyperbolisch ist. Das

Problem ist dann 16sbar fiir bzgl. ¢ raumartige Hyperebenen. Die Losung ist durch die
Daten eindeutig bestimmt und wird durch (15) zusammen mit den Duhamel- Formeln
dargestellt.

Bemerkungen:

~ (1) Garding hat iiberdies gezeigt, daB die im ersten Teil des kSatz‘es formulierte Bedingung

nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig 1st siehe [1]

(ii) Aus dem oblgen Satz folgt direkt die stetige Abhanglgkelt der Losung von den Da-
ten (,Cauchy-Stabilitit) mit Hilfe des Satzes iiber Abbildungen mit abgeschlossenen
Graphen, angewandt auf die Abbildung des Frechet—Raums der Daten in den3en1gen der

- Lésungen; siehe [3].

(m) Eine partlelle Dlﬁ'erentlalglelchung mit konstanten Koeffizienten heifit strzkt hyperbo-
lisch, wenn ihre charakteristische Form g, es ist (im Sinn der Definition in Abschnitt 10).

‘Wegen der Einfachheit der Nullstellen w; kann man im Fall einer homogenen (¢ = gm),
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strikt hyperbolischen Gleichung die w-Integration in (15) mit Hilfe des Residuenssatzes
ausfiihren. Dann ist , . ‘~

NA

1+ |k

V= sup

J
k +ik" € Cp

endlich, und es 148t sich mit dem Paley—Wiener—Satz zeigen, daB Wirkungen sich héchstens ‘
- mit der Geschwindigkeit V ausbreiten, d.h. da8 sich entsprechend dieser Vorstellung Ab-
hingigkeitsgebiete bestimmen lassen; siehe [2]. ‘

- (iv) Ersetzt man in (15) 4; durch das Fourierintegral iiber u;, so erhélt man eine lineare
Integraldarstellung der Losung u(t,z) durch das Datum u;(z). Diese Darstellung lait

sich unter geeigneten Voraussetzungen in die Darstellung mit Hilfe einer Greenfunktion
umformen. - '
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12. Lineare hyperbolische Gleichungen

Wir wollen jetzt den Begriff der Hyperbolizitit allgemeiner betrachten. Mit anderen Wor-
ten geht es um die Frage, wann fiir eine gegebene partielle Differentialgleichung Losungen
zu allen Cauchy-Daten auf einer gegebenen Hyperfliche S existieren. Wie wir schon gese-
hen haben, gibt es eine ziemlich befriedigende Antwort, solange wir uns auf Gleichungen
mit analytischen Koeffizienten und auf analytische Daten beschrianken. Namlich, S soll
nicht charakteristisch sein. Wir haben aber auch gesehen, daf analytische Daten fiir physi- -
kalische Zwecke nicht ausreichen. Ich werde hier den Fall linearer Gleichungen diskutieren,

" deren Koeffizienten und Daten C* sind. Ich hitte auch andere Differenzierbarkeitsklassen
betrachten kénnen, aber das wiirde fir dlese Diskussion nicht viel brlngen Ich nehme als
Ausgangspunkt folgende ,
Definitionen: Eine Gleichung ist hyperbolisch bezughch einer Hyperﬁache S, wenn zu
jedem Cauchy-Datum der Klasse C*° auf S eine entsprechende Lésung in einer Umgebung
von S existiert. — Eine Gleichung heifit hyperbolisch wenn es Hyperflachen mit dieser Ei-
genschaft gibt. — Eine raumartige Hyperflache ist dann eine, die diese Eigenschaft hat.

" Diese Definitionen sind aus folgenden Griinden unbefriedigend. Um zu zeigen, daf} eine
Gleichung in diesem Sinne hyperbolisch ist, mufl man einen Satz beweisen. Man hitte
gern ein Kriterium fiir hyperbolische Gleichungen, solches dafl man sich die Gleichung nur
anschauen muf um festzustellen, ob Hyperbolizitit vorliegt oder mcht

Ich betrachte zunichst eine lineare Gleichung folgender Form:

Z ail"’i”(:t)a,'l oo 8§,u =0 | . (1)

p<m

Die Funktion v darf vektorwertig sein, was bedeutet, dafl Systeme von Gleichungen mitbe-
handelt werden. Wann ist die Gleichung (1) hyperbolisch? Sind die Koeffizienten konstant,
so hat man das allgemeine Kriterium von Garding. Fiir nicht konstante Koeffizienten gibt
es so etwas nicht. Man muf sich vielmehr auf spezielle Klassen von Gleichungen ein-
schréanken, wo man mehr sagen kann.

Es ist nicht iiberraschend, daf§ die Charakteristiken auch hier eine wichtige Rolle spielen.
Im skalaren Fall sieht die charakteristische Gleichung folgendermaflen aus.:

> atrim (@) ki =0 | @

Eine Hyperfliche ist charakteristisch fiir die Gleichung (1), wenn alle ihre Tangenten in
jedem Punkt z annulliert werden von einem ¢, das die Gleichung (2) erfiillt. Im Fall, da8
u vektorwertig ist und die Koeffizienten infolgedessen matrixwertig, mufl man statt des
Hauptsymbols dessen Determinante in Gleichung (2) nehmen.

Eine fiir die Physik besonders wichtige Klasse von Gleichungen ist die der symmetrisch
hyperbolischen Gleichungen. Das sind Gleichungen erster Ordnung der Form

A%(2°,2%)0ou + A%(2°, £%)0au + B(2° ,'wa,u) =0 , | ' - (3)
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wobei A° and A% hermitesche Matrizen sind. Damit die Gleichung symmetrisch hyper-
bolisch ist, soll es Kovektoren ¢ geben mit der Eigenschaft, dal A¢; definit ist. Die |
dazugehongen Flachenelemente sind dann, wie sich herausstellen wird, raumartig. Die
charakteristischen Kovektoren sind diejenigen, fiir die A’¢; singular ist. Fir Gleichungen |
der Form (3) gelten die sogenannten Energieabschitzungen. (Das Wort Energie hat in

- diesem Zusammenhang, ausser in speziellen Beispielen, nichts mit physikalischer Energie
~ zu tun.) Eine solche Abschitzung hat (fiir eine homogene Gleichung) die Form

?

lull < Clloll | @

Hier bedeutet v das Anfangsdatum fiir «. Die Normen sind Sobolev-Normen, die ich hier
nicht néher diskutieren mochte. Sie messen in Integralform die Grosse einer Funktion
zusammen mit einer bestimmten Anzahl ihrér Ableitungen und verallgemeinern die wohl-
bekannte L? Norm fiir quadratintegrable Funktionen. Ich werde jetzt als Beispiel zeigen,
wie man die erste solche Abschitzung, namlich die fiir die L2 Norm, herleiten kann. Ich
nehme an, daB die Hyperflichen ¢ =const raumartlg sind. Deshalb ist A° definit (ohne Ver- |
lust der Allgemeinheit positiv definit) und hat eine positiv definite Wurzel (Ao)l/ 2, Wenn |

‘man w = (A%)!/2y definiert und in die Gleichung einsetzt, bekommt man eine Gleichung

fiir w, die auch symmetrisch hyperbolisch ist und in der an Stelle von A° die Identitét
steht. Die gesuchte Abschétzung fiir u ist der fiir w dquivalent. Folglich brauchen wir nur |

~den Fall A° = I zu betrachten Wir betrachten ein kompaktes Gebiet G folgender Form:

- St ist d_ér Durchschnitt von G mit der Hyperfliche ¢t =const. Der ,,Maﬁtel“ M des Randes

0G soll glatt sein und die Eigenschaft haben, daB die Matrix A*y; in jedem Punkt negativ
semidefinit.ist. Dabei ist v ein Konormalenvektor zu G, der nach innen gerichtet ist. Die
Hyperflichenelemente, die zu dieser Hyperfliche tangential sind, sind entweder raumartig
oder charakteristisch. Eine solches- charakteristisches Hyperflichenelement ist ein Grenz-
wert von raumartigen Hyperflachenelementen. ( , )t soll die L2-Norm auf der Hyperﬁache |

. St sein. Weil S; von ¢ abhingt, treten im Folgenden Randterme auf. Jetzt miissen er nur |

noch rechnen: .
B (u,u)e = 2Re-(u, Oyu)e + (uou,u)asz :
: ‘= 2Re(u, —A%0yu — Bu)s + (vou,u)ss, ,
(4, A%Bau)e = —(u, (B A%)u)s — (u, A% Bau); — (u, A%vau)ss,
= 2Re(A%Bau, u)e = (u, (B A%)u)¢ + (u, A®vat)as, |
> Ae(u,u)e = (u, (0a A — B)u)s + (A'viu, u)y
< (4, (8; A — B)u),
< C(,“’@t

as ’




Mit Hilfe dieser Beziehung kénnen wir (u,u); durch (u u)o abscha.tZen Die gesuchte
Ungleichung (u,u)g < C(u,u)o folgt daraus durch Integration von 0 bis T

~ Aus der Unglelchung (4) folgt unmittelbar die Eindeutigkkeit von Losungen in einem Geblet
der Form G mit gegebenen Anfangsdaten, wie man folgendermafien sehen kann. Wenn
zwei Losungen existieren zu gegebenen Anfangsdaten, erfiillt die Differenz der beiden eine
homogene symmetrisch hyperbolische Gleichung mit Anfangsdaten null. Es folgt aus (4)
daB diese Differenz im ganzen Gebiet G verschwinden mufl. Wir sehen auch; da8 die
Definition der Hyperbolizitit, die am Anfang gegeben wurde, fiir solche Gleichungen lokal
“ist; denn wenn wir die. Existenz lokaler Lésungen nachweisen konnen, kénnen wir die
‘Eindeutigkeit benutzen, um diese lokalen Loésungen zu einer Losung in einer Umgebung der
ganzen Anfangshyperfliche ‘zusammenflicken’, wie wir im analytischen Fall schon gesehen
haben. Die Ungleichung (4) bedeutet auch, daf# Losungen, falls welche existieren, stetig
von den Daten abhingen. Damit ist die Instabilitit, die beim Ca.uchy—Problem fur die
- Laplace-Gleichung vorkommt (Abschnitt 5), ausgeschlossen

Wenn man E:l:zstenz fiir das Anfangswertproblem zeigen wﬂl kann man in diesem Fall
~folgendermaflen vorgehen. Zuerst approximiert man die Daten und die Koeffizienten der
Glelchung mit analytischen Funktionen. Sei v, eine Folge von analytischen Daten, die
in der gegebenen Norm gegen v konvergiert. Fiir Koeflizienten, die nahe sind denen der
urspriinglichen Gleichung, kann die Konstante in (4) unabhingig von diesen Koeﬁizmnten»'
gewihlt werden. Mit Hilfe des Satzes von Cauchy-Kowalewskaya bekommt man analytische
- Losungen u, zu den Daten v, (vgl. Bemerkung 3, S. 39/40).  Die Ungleichung (4) zeigt, -
- daB, wenn v,, eine Cauchy-Folge ist, so auch u,. Deshalb hat die Folge u,, einen Grenzwert
u. (Dabei verwendet man die Tatsache, da8 die Sobolev-Raume vollstindig sind.) Wenn
geniigend viele Ableitungen in der Norm enthalten sind, wird u die Gleichung (3) I6sen
mit Anfangsdatum v. Da8 diese Losungen fiir C*° Anfangsdaten auch C'°° smd ist eine
Folge der Embettungssatze fiir Sobolev-Normen. Also gilt ‘

Satz 1: Sei G ein Geb,iet jm R™*' mit den oben eingefiihrten Eigenschaften beziiglich der
Gleichung (3). Fiir jede C* Funktion v auf So = {(z,t) € G : t = 0} gibt es eine eindeutige
~ C* Losung u der Gleichung (3) auf G, deren Einschrinkung auf So mit v {ibereinstimmt.

- Eine andere wichtige Klasse von Gleichungen ist die der strikt hyperbolischen Gleichungen.
~ Diese _Gléiéhungen sind durch folgende Eigenschaft charakterisiert. (Wir nehmen an, da
der Vektor u in Glexchung (1) N Komponenten hat und da8, wie vorher,A die Ordnung
der Glelchung m ist.) In Jedem Punkt z existiert ein ¢ derart, daf8 fiir jedes n # 0,
linear unabhingig von £, die Gerade n+ A¢ den charakteristischen Kegel in genau N m
Punkten trifft. Das Fliachenelement eines solchen Kovektors £ heifft dann raumartig (vl

S. 26). Fiir die meisten hyperbohschen Gleichungen der Physik ist diese Definition nicht |

allgemein genug. Man sollte auch Gleichungen einschlieen, deren Hauptteil in eine direkte

Summe von strikt hyperbolischen Operatoren zerfillt. Damit wiren zum Beispiel die N :

Maxwellgln. und die (allerdings semilinearen) Yang-Mills Gleichungen in der Form von
Gleichungen zweiter Ordnung (Abschnitt 2) eingeschlossen. Die genaue Definition ist aber
zu kompliziert, als daB ich sie hier angeben konnte. Das bekannteste Beispiel fiir eine -
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- strikt hyperbohsche Glexchung, ist die Wellenglelchung auf einer Raumzeit mlt Metrxk gij-

Die charakteristische Gleichung ist ¢*/¢;£; = 0 und der charakteristische Kegel im Punkt
z ist der Lichtkegel im Kotangentialraum in diesem Punkt. DaB diese Gleichung strikt |
hyperbolisch ist, ist geometrisch leicht einzusehen; man muf emfach € zeitartig (m der |
relat1V1stlschen Termmologle) Wahlen _ / ' :

Es ist relativ einfach, diese Gleichung auf ein symmetrisch hyperbolisches System zuriick- |
zufiihren, indem man die Ableitungen erster Ordnung der Funktion u als zusétzliche Un-|
bekannte nimmt, um dadurch ein System erster Ordnung zu erhalten. Einen Spezialfall

‘davon haben wir schon in Abschnitt 4 gesehen; der allgemeine Fall wird von Courant-

Hilbert durchgefiihrt. Fiir eine allgemeine strikt hyperbolische Gleichung funktioniert dies
nicht ohne weiteres. Es gibt aber raffiniertere Argumente mit deren Hilfe man die Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Lésungen des Anfangswertproblems fiir strikt hyperbohsche,

Gleichungen aus den entsprechenden Aussagen fiir symmetrisch hyperbohsche Glelchungen
schlielen kann. Dles ist die iibliche Methode.

Als nichstes mochte ich den ‘Begriff Abhangzgkeztsgebzet dlskutleren Hyperbohsche Glei-
chungen (oder zumindest diejenigen, die wir hier betrachten) beschreiben Vorginge, die

' “sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Dies bedeutet, daf die Lésung in einem
~ bestimmten Punkt nur von den Anfangsdaten auf einer bestimmten kompakten Teilmenge

der Anfangshyperfliche abhéngt. Es gibt leider zwei verschiedene géngige Definitionen des
Abhingigkeitsgebiets. Sie sind verwandt, aber keineswegs dquivalent. Die erste Defini-
tion, die man im Buch von Courant& Hllbert findet, werde ich hier nicht angeben, weil
die Definition, die in der Literatur iiber Relativititstheorie meistens verwendet wird (z.b.
Hawking&: Ellis), ein Spezialfall der anderen Méglichkeit ist. Betrachten wir als Beispiel

o die Wellengleichung lokal auf 1rgende1ner Raumzeit. Dann sieht ‘das’ Abhanglgkeltsgeblet
- folgendermaflen aus:

Der Rand dieses Abhsngigkeitsgebiets wird in diesem Fall erzeugt von Nullgéodéitiséhen,
die senkrecht zum Rand von S anfangen. Diese Nullgeoditischen sind die charakteristi-

- schen Strahlen fiir diese Gleichung. Das Abhingigkeitsgebiet eines Stiicks S einer Anfé,ngs—*
. hyperfliche besteht aus Punkten p, so daf8 die Lésung im Punkt p eindeutig, bestimmt ist|
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durch die Anfangswerte auf S. Diese Definition ist nicht eindeutig, und deshalb sollte man
eigentlich nicht von dem Abhingigkeitsgebiet reden, sondern von einem Abhangigkeitsge-
biet. Man konnte eine eindeutige Definition erhalten durch die Forderung, dal das Gebiet
das maximale sein sollte, das die frithere Definition erfiillt. Dieses maximale Gebiet kann
aber schwer zu bestimmen sein wegen der Existenz von speziellen Gleichungen, die das
Huygensche Prinzip oder Ahnliches erfiillen.
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13. Nichtlineare hyperbolisélle Gleichungen

Eine nichtlineare Gleichung heifit symmetrisch hyperbolisch bzw. strikt hyperbolisch, wenn
die linearisierte Gleichung um jedes u symmetrisch bzw. strikt hyperbolisch ist. Diese
Bezeichnung wird auch verwendet, wenn die linearisierte Gleichung die betreffende Eigen-
schaft hat, vorausgesetzt, da8 die Werte von u in irgendeiner (nicht leeren) offenen Menge
liegen. Eine quasilineare symmetrisch hyperbolische Gleichung sieht aus wie Gleichung
(3). Der einzige Unterschied ist, da8 die A* von u abhiéngen diirfen. Als Beispiel konnen
wir das Euler-System der Hydrodynamik betrachten. Einfachheitshalber werde ich nur die
nichtrelativistischen Gleichungen im Falle von zwei Raumdimensionen aufschreiben. Die
relativistischen Gleichungen in drei Raumdimensionen sind sehr dhnlich. Als unbekannte
Funktion nehme ich den Vektor (u, u,v) wobei p die Massendichte ist und v und v die Kom-
ponenten der Geschwindigkeit sind. Die Schallgeschwindigkeit ist ¢ mit ¢? = 9p/du > 0.
Die Koeflizienten sind dann durch folgende Matrizen gegeben.

1/p O 0
A= 0 pu/c®2 O
0 0 pu/c?
u/p 1 0 v/p 0 1
A= 1 pu/c? 0 A2 =| 0 uv/c? 0
0 0 pu/c? 1 0 pv/c?

Die Matrix B ist in diesem Fall gleich Null. Offenbar kénnen die Gleichungen nur in dieser
Form geschrieben werden, falls p1 # 0. Ein Beispiel einer strikt hyperbolischen Gleichung
~ bietet die nichtlineare Wellengleichung ,

A (z,u)0;0;u + F(z,u,0cu) =0 ‘ - (5)

fiir eine reelle skalare Unbekannte u. An diesem Beispiel sehen wir, daf fiir eifne nichtli-
neare Gleichung die Charakteristiken im allgemeinen von der Losung abhéngen. I diesem
Fall sind sie die Nullhyperflichen von A%(z,u). Wie zeigt man, daB eine quasilineare
Gleichung, die in diesem Sinne symmetrisch oder strikt hyperbolisch ist, tatsichlich hy-
- perbolisch ist im Sinne der frither angegebenen Definition? Um Existenz von Losungen des
. Anfangswertproblems zu beweisen, benutzt man normalerweise eine bestimmte Art Itera-
tion. Ich werde sie im Detail fiir die Gleichung (5) beschreiben; die Iteration fiir andere
Gleichungen sieht sehr &hnlich aus. Man 16st iterativ die Gleichungen ‘

A (2,un)0i0uns1 + F(2,Un, Opuin) = 0 . (8)

mit gegebenen Anfangsdaten. Die schon vorhandene lineare Theorie sorgt dafiir, daff
solche Losungen existieren. Wenn wir eine Abbildung I definieren durch I(u,) = Un41,
dann ist ein Fixpunkt von I eine Losung der Gleichung (5). Man kann in der Tat zeigen,
daB, wenn man die Losung in einer hinreichend kleinen Umgebung der Anfangshyperflache
betrachtet, die Iteration gegen einen Fixpunkt von I konvergiert und daf dieser Fixpunkt
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die eindeutige Losung der Gleichung mit den gegebenen Anfa.ngsdaten ist. Wir werden
jetzt einen Existenzsatz angeben fiir folgende symmetrisch hyperbolische Gleichung.

Al(z,u)0u + B(t,u) =0 o (M

 Satz 2 Sei v eine C°°-Funktion auf einer offenen Teilmenge V der Hyperfliche t = 0
im R™*! mit der Eigenschaft, daf A%(z,v) positiv definit ist. Dann gibt es eine offene
Umgebung U von V und eine eindeutige C*°-Lésung der G1e1chung (7) auf U, deren

Emschrankung auf V mit v uberemstxmmt

Im allgemeinen existiert die Losung einer solchen nichtlinearen Gleichung nur auf einer
- beliebig kleinen Umgebung der Anfangshyperfliche, wogegen die Losung einer linearen
Gleichung global existiert. Man muf natiirlich das Wort ‘global’ sorgféltig definieren, da-
mit die letzte Aussage einen prézisen Sinn hat. Wenn wir zum Beispiel die nichtlineare
Wellengleichung [Ju = F(u) auf dem Minkowski-Raum betrachten, bedeutet ‘global’ ein-
fach, da8 die Lésung auf dem ganzen Raum definiert ist. Die Nichtexistenz von globalen
Lésungen ist eine Eigenschaft der Gleichungen. Es ist nicht nur so, da8 die Beweistechnik
versagt. Die Entstehung von StoBwellen ist zum Beispiel der Grund dafiir, da bestimmte
'Gleichungen keine globalen differenzierbaren Lésungen zu gegebenen Daten besitzen. Auf
“jeden Fall haben wir folgende Aussage, die manchmal Cauchy-Stabilitit genannt wird. Be- '
trachten wir einfachheitshalber die oben eingefiihrte nichtlineare Wellengleichung. Nehmen
wir an, daf wir eine Losung dieser Gleichung auf dem Gebiet G haben, die zu bestimm-
ten Anfangswerten auf der Hyperfliche t = 0 gehort. Das Gebiet G werde durch die

einer geeigneten Topologie derart, daB fiir- Anfangswerte in dieser Umgebung eine Losung

~der Gleichung auf dem ganzen Gebiet G existiert. Anders gesagt, wenn man die Daten

ein wenig stért, wird der Bereich, wo die Losung ex1st1ert nicht kleiner. Es ist auch so,’
daB kleine Anderungen der Daten innerhalb dieser Umgebung zu kleinen Anderungen der -
Losung fithren. Dies bedeutet, daf die Abbildung von Daten in Losungen stetig ist.

Zusétzliche Bemerkungen

\1 D1e Dlﬁ'erenmerbarkeltklasse C°° ist natiirlich fiir hyperbolische Glelchungen in dem -
Sinne, daB es eine groBe Klasse von Gleichungen gibt, fiir die diese Eigenschaft der Daten

natiirlich. Dabei ist eine Funktion der Klasse Hy,_ eine Funktion, die lokal dem Sobolev-
Raum vom L2?-Typ, H*, gehort. Diese Eigenschaft gilt nicht fiir C*-Funktionen und auch
nicht fiir die Sobolev-Raume vom LP- Typ, p # 2 [1].

2. Die Randterme, die bei der Herleitung der Energleabschatzungen auftreten, smd etwas -
unangenehm. Man kann sie loswerden, indem man die Daten und die Koeffizienten der
~ Gleichung auflerhalb eines Kompaktums abéndert, so daf} sie periodisch werden[2]. Man
arbeitet dann effektiv auf einem Torus, also auf einer Mannigfaltigkeit ohne Rand.

3. Im Beweis der Existenz und Eindeutigkeit fiir lineare Gleichungen ist es notig, die Grofle
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Ungleichungen —T' < t < T definiert. Es gibt eine Umgebung dieser Anfangswerte in . |

“von den Lésungen geerbt wird. Die Differenzierbarkeitsklasse H _ ist auch in diesem Sinne




- stark von der Gestalt der Funktion F' ab. Im Fall F(u) = —u? in vier Dimensionen existie

des Gebiets zu kontrollieren, wo die analytischen Niherungslésungen existieren. (Der Satz
von Cauchy-Kowalewskaya behauptet nur die lokale Existenz solcher Lésungen.) Man kann
passende Niherungslésungen auch auf andere Art und Weise bekommen. Im urspriingli-
chen Beweis fiir symmetrisch hyperbolische Gleichungen hat Friedrichs[3] eine Differen-
zengleichung verwendet. Noch eine Methode ﬁndet man in [2], wo ein Gla.ttungsoperator
(‘mollifier’) benutzt wird.

4. Es gibt einen direkten Existenzbeweis fiir lineare symmetrisch hyperbolische Gleichun-
gen[4]. Dieser Beweis beruht auf der Theorie ‘abstrakter Entwicklungsgleichungen ’ in
Hilbertrdumen. Nichtlineare Gleichungen kann man auch in diesem abstrakten Rahmen
behandeln. ~ , ‘

5. Der erste allgemeine und mathematisch einwandfreie Existenzbeweis fiir strikt hyper-
bolische und etwas allgemeinere Gleichungen stammt von Leray[5]. Er fithrt den Beweis
der dazu nétigen Abschitzungen effektiv auf den entsprechenden Beweis fiir symmetrisch
hyperbolische Gleichurigen zuriick. Dabei ist das Wort ‘effektiv’ nétig, weil der Begriff
‘symmetrisch hyperbolisch’ noch nicht existierte. In seinem Beweis benutzt er auch Tech-
niken, die heute zur Theorie der Pseudodifferentialoperatoren gehé')ren Eine moderne
Behandlung des strikt hyperbolischen Falls nach diesem Muster gibt es in [2].
6. Der Sinn, indem wir den Ausdruck ‘strikt hyperbolisch’ benutzen, ist der iibliche (z B.
der von [6]). Wir sollten aber darauf hinweisen dafl Leray diesen Ausdruck benutzt hat,
um eine grofere Klasse zu beschreiben.
7. Der Satz 1 gilt auch fiir Funktionen, die nur endlich oft differenzierbar s1nd[4] Wir geben
hier die entsprechenden Ergebnisse fiir strikt hyperbolische Gleichungen an. Die Aussage
ist: wenn die Koeffizienten H*~! sind und die Anfangsdaten H?, so ist die Lésung H* [5].
(Die Zahl s darf nicht zu klein sein, aber es reicht zum Beispiel, wenn s > 1/2(n + 5) ist.)
Unter den Koeffizienten zéhlt auch irgendeine ‘Quelle’ oder ‘rechte Seite’ fiir die Gleichung.
Es reicht nicht, eine Quelle der Klasse H*~2? zu haben, damit die Losung H* ist, egal wie
glatt die anderen Koeffizienten oder die Daten sind. Es ist nicht schwer, ein Beispiel dafi
zu konstruieren, da dieser Sachverhalt schon bei der normalen zweldxmensmnalen Wellen
gleichung zu beobachten ist.
8. Im Existenzbeweis fiir nichtlineare hyperbolische Glelchungen werden lokale Lésungen
in Sobolevrdumen konstruiert. Damit ist noch nicht gezeigt, im Gegensatz zum linearen
Fall, da8 es zu C'°°-Daten C'*°-Lésungen gibt. Der Bereich, wo die Losung der Klasse H|
(fur gegebene C* Daten) definiert ist, kénnte in Prinzip auf die leere Menge schrumpfen
fiir s — oco. Da$ dies nicht der Fall ist, ist von Choquet-Bruhat[7] gezeigt worden.
9. Es ist auch moglich, die Existenz von C*°-Lésungen fiir nichtlineare hyperbolische Glei
chungen direkt nachzuweisen, ohne eine explizite Iteration durchzufiihren, mit Hilfe des
Satzes von Nash-Moser[8]. Dieser Satz kann aufgefafBt werden als eine Version des Satzes
iiber implizite Funktionen, die im Raum von C* Funktionen giiltig ist. In Sobolevraumen
wo der iibliche Satz iiber implizite Funktionen zu benutzen wire, funktioniert das analoge
Argument nicht. Der Grund dafiir ist der Verlust von leferenzxerba.rkelt der in Bemer
kung 7 angesprochen wurde.
10. Ob globale Losungen der Gleichung [Ju = F(u) fiir alle Anfangsdaten exxstleren, hiing

ren Daten mit kompaktem Trager, fiir die keine entsprechende globale Lésung existie
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_ ‘Da,g'egen existieren globale Lésungen immer fiir solche Daten im Fall F(u) = w3[9]. Ein
neues Kapitel in der Erforschung globaler Losungen nichtlinearer Wellenglelchungen ist
durch die Arbeit von Klamerman[lO] angeregt worden

»
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