14. Die Einstéinschexx Vakuumfeldgleichungen

Die Feldglelchungjen sind Tensorglelchungen stellen also Bedingungen an ein geometrlsches
Objekt, die Metrik. Erst wenn man ein Koordinatensystem gewahlt hat, erglbt sich ein
- partielles D1ﬁ'erent1alglelchungssystem fiir die Komponenten der Metrlk

Wenn eine Tensordifferentialgleichung auBer dem unbekannten Tensorfeld keine ”SegeBe- ;v
nen“ Tensorfelder oder Zusammenhinge in den Koeffizienten enthilt, kann das Cauchy-
problem fiir keine Hyperfliche eindeutig losbar sein, denn es lassen sich Koordinaten-
transformationen durchfiihren, die auf einer Hyperfliche die Identitét sind, auflerhalb der -
Hyperfliche die Tensorkomponenten aber &ndern. So léfit beispielsweise die Transforma-
t1on 2% = 2% 4 (2%)* f(2#) die Tensorkomponenten und die ersten drei 2°-Ableitungen auf
20 = 0 ungesndert.

Die Gleichungen erlauben also kein sachgem#ies Cauchyproblem im fritheren Sinn. Findeu- -
tigkeit kann und soll dann im geometrischen Sinne, das heifit bis auf Koordinatentransfor-
mationen, gelten. Daraus ergibt sich die Frage, fiir welche Hyperflichen S es geometrische
Objekte auf S gibt, die die Tensorfelder eindeutig bestimmen.

Im Falle der Einsteinschen Feldgleichungen: Welche geometnschen Ob Jekte gibt es auf
einer Hyperfliche S? Falls S raum- oder zeitartig ist, sind das die innere Metrik A und die
Elnbettungskrumrnung k, das sind die erste und zweite Fundamentalform.

'Falls S lichtartig ist, definiert S nur die entartete innere Metnk und keinen Tensor, der
- Ableitungen transversal zu S enthailt.

Untersuchen wir zunéichst die Struktur der hochsten AbIeituhgen der Gleichtirigen in einem
beheblgen Koordinatensystem z°, (a,b=0,1,2,3 und a, 8 = 1,2,3), um zu sehen, ob wir
firz® =0 den Satz von Cauchy—Kowalewskaya anwenden konnen

Ryca = 29T + Terme in Gab, 6¢gab
0=2Rqp = g°°aoogq,, + ...
0=2R.,0 = goﬂaooga,@ + ...
0=2Ry = g"ﬂaoogg,p +...

Die mcht aufgeschrlebenen Terme enthalten 1. Ableltungen nach allen Koordmaten, aber
zweite Ableitungen nur nach zf.

Die Hyperﬂache 2® = 0 ist charakteristisch, da 600 9oa fehlt' Da die Koordinaten beheblg
~ waren bedeutet das, daf§ alle Hyperflichen charakteristisch sind. Deshalb kénnen (nach
einem allgemeinen Argument, vgl. S. 17) die Daten gq5, Gogas auf keiner Hyperﬁache frei -
~ vorgegeben werden. Wir sehen ja auch an den obigen Gleichungen: Wenn léngs 20=0
iiberall g% = 0 gilt, also eine Nullhyperfliche vorhegt sind die sechs Gln. Rap = 0
Zwangsbedingungen, wihrend fiir ¢°° # 0 auf z° = 0 die nach ypgaep aufgeldsten Gln.
Rap = 0, in Ry, = 0 eingesetzt, vier Zwangsbedingungen ergeben. Die weitere Analyse
des Falls ¢°° =0 fuhrt zum charakterlstlschen Anfangswertproblem ‘
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~ Die Embettungskrummung st

Um im Fall go0 #0 Wezterzukommen, benutzen wir, daf die goa — Wie wir spéter sehen

werden und man sich auch geometrische leicht klarmachen kann — durch Anderung der
Koordinaten auferhalb der Anfangshyperfliche ¢° = 0 weitgehend beliebig gewihlt wer-

" den kénnen. Denken wir uns also die go, analytisch gegeben und betrachten zunéchst das

System R,p = 0 fiir die Unbekannten gq3. Darauf ist der Satz von Cauchy-Kowalevskaya
anwendbar mit freien, analytischen Daten daps Hgap. Eine Losung von Rep = 0 wird
aber i.a. nicht auch die Gln. Ry, befriedigen; denn diese erlegen den Daten ja Zwangs-
bedingungen auf. Bestenfalls kénnen wir hoffen, daf8 die Lésungen von Ryg = 0 iiberall
auch die Gln. Ry, = 0 erfiillen, falls die Daten’ diese vier Zwangsbedingungen auf 20 =0

| . befnedlgen

" Um zu sehen, da8 dieses ,, Wunder* tatsachhch zustandekommt, untersuchen wir zuerst die
koordinatenunabhéngige Bedeutung der Gleichungen Ry, = 0 oder, dquivalent dazu (fur
;\goo#OundR g =0), der Gln. G2 —Ola.ngsm =0.

In beliebigen Koordinaten gelten ‘die kontrahierten Bianchi-Identititen (Gqp = Rgp — |
1 / 2Rgab, Vbi = 0) fiir alle Metriken, .

90G +85GE + (GT)a =
Dxe Ausdriicke GY konnen keine zweiten Ableitungen nach z° enthalten, da in 85G% und

(GT'), héchstens zweite z°-Ableitungen vorkommen.

Falls 2° = 0 raum- oder zeitartig ist, heifen die Gleichungen G% = 0 ,,Zwangsbedingyn-
gen“ oder ,,Zwa.ngsgleichungen “ ‘und stellen Beziehungen zwischen g, und 3ogab auf der
Hyperfliche 2° = const. dar. :

Falls z° = 0 lichtartig ist, smd die ‘Gleichungen G° = 0 vier von Bondi’s ,,main equations®,
das smd Propagationsgleichungen entlang derrNullgeodaten fiir transversale Ableitungen.

Falls z° = 0 raum- oder zeitartig ist, ergeben G =0 unabhé.ngig von Koordinaten Glei-
chungen zwxschen der inneren Metrlk gap und der Embettungskrummung kag der Hy- {
perﬂache, wir konnen sie ja schreiben als G49,¢ = 0 léings ¢ = 0.

Das sieht man am schnellsten, indem man Ga,uﬁl\oordmaten bezughch x =0 einfiihft. }
Dann gilt gog = 07 goo = i']- ’

ds® = :*:(drz:o)2 + gap(z° w”)d:c"‘dm

2kaﬂ = a()gozﬁ ‘ v
Die Zwangsglelchungen smd (alle Operatlonen A% und Spuren bezughch dap):

»Impuls Zwangsglelchungen

'O= Gao = Vﬂ(kdﬂ ‘“\gaﬂkg) s

; ,,Energle Zwangsglemhung

0= 2Ggo=ko,ﬂk°‘ﬁ (K")2 (3)R
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Die ZWangsgleichungen sind offensichtlich Tensorgleichungen auf der 3-Mannigfaltigkeit '

2% = 0 fiir eine nicht ausgeartete Metrik g, und ein symmetrisches Tensorfeld kog. Wir
“haben so die koordinatenunabhingige Formulierung der Zwangsgleichungen gefunden.

Die Gleichunéen fiir die zweiten x°-Ableitungen von gap sind in GauBkoordinaten

0= Rap = —Opkag + kapk? + @Ry

Nehmen wir an, da8 ,,lapse“ gook und ,,shift* go irgendwelche Werte haben, so ergeben sich

' die ADM-Gleichungen, die wir nur angeben und nicht weiter verwenden wollen.
Die Metrik ist . S .
ds? = £N?(dz°)? + hap(dz® + N®dz®)(da? + NPdz®) ,
die zweite Fundamentalformv
‘ \kap = (1/2)]\7"l [aoha/g —V,.Ng - VN4
Die Gleichungen werden in den Variablen
ref R/2(keP _ ppos)
formuliert (h = det(hap)). |
" Die Entwicklungsgleichungen sind:
Bohap =2h"V2N(nag — (1/2)hagr) + 2V (o Np)
Bym®P = — Np1/? {(3)Raﬂ —(1/2) (3)Rhaﬂ}
+ (1/2)Nh= Y2398 () 0% _ (1/2)n2
— 2NR™YV2 [googh _ (1/2)rn*?}
+ /2 {VeVAN - h*fVov,N}
+ 02, {h2N7 78] — groley, NP
~ Die Zwaﬁgsgleichungen lauten:
TP rag — (1/2)72 — (3)R h=0 ,
VahV2refy =g .

Wir wollen nun zeigen, dafl die Zwangsgleichungen in analytischen Raumzeiten mit den

Entwicklungsgleichungen vertriiglich sind. Das heiBt es gilt:

Satz: Aus gqp analytisch, (z°,2%) Koordinaten, Ros = 0 in einer Umgebung von z0 = 0

und GY = 0 auf 2° = 0 (raum- oder zeitartig) folgt GO = 0 in einer Umgebung von z° = 0.
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Beweis: : , ,
Aus Rop =0 folgt,‘ daB alle G¢ linear homogen durch GY ausdriickbar sind:

Gg = 1/2900}200

GY% = 9% Rogp

G = g°*Rop — 1/25/‘;‘(g00R00 +2¢°*Roy)
GS = g°°Roo + 9°*Rox

~

Die Bianchi-Identitaten

0= V.G = G} + 0aGf — ThaGo+TasGi
sind deshalb ein lineares, homogenes System fiir GY, auf das der Satz von Cauchy-Kowa-
lewskaya angewendet werden kann. Da aber Gy = 0 auf z® = 0, ist G) = 0 die einzige
Loésung. - ‘ |
Ohne Analytizitst hat man fiir diese Gleichungen nicht ohne weiteres einen Eindeutigkeits-
satz. (Vergleiche dazu das Beispiel: Oqu + ad;u = 0 auf S. 13.) '




15. Lokaler Existenz- und EindeutigkeitsSatz im analytischen Fall

Es sell nun die Existenz von a.nalytlschen Losungen der Vakuumfeldglelchungen gezelgt )

werden.

Satz 1: (2°,z”) lokale I&oordmaten, analytxsche Daten gas(0,2*), 8ogas(0, a:") und belie-
bige a,nalytlsche Funkt1onen gos(2%, 2*), so daB die Zwangsglelchungen auf z° = 0 erfiillt
sind. Sei weiter ¢°° # 0 und g,; nicht ausgeartet auf 2° = 0.

Dann gibt es eindeutig analytische Funktionen gqs(z¢), welche auf z° = 0 mit den Daten
- iibereinstimmen, so daB fiir die durch g und gos definierte Metrik Rq5 = 0 gilt.

Beweis: Der Satz von Cauchy-Kowalewskaya wird angewendet auf die Entwicklungsglei-

chungen R, = 0 mit Daten, die die Zwandsglelchungen erfilllen, welche dann wie oben

gezeigt erhalten bleiben.
Eine koordinatenunabhéngige Version lautet so:

Satz 2: Sei S' eine analytische 3-Mannigfaltigkeit, k' eine nicht entartete Metrik und k'
ein symmetrisches Tensorfeld, die analytisch sind und die Zwangsgleichungen erfiillen.

Dann gibt es eine analytische Vakuum-Raumzeit, in der eine Hyperfliche S existiert mit
“den folgenden Eigenschaften. Seien die auf S induzierte erste und zweite Fundamentalform
h, k. Weiter existiert ein Diffeomorphismus von S’ auf S, der A’, k' auf h, k abbildet. Alle
solchen Raumzeiten sind nahe S isometrisch.

' Beweis:

Waihlen wir im Satz 1 goo = —1, gog = 0, so erhalten wir einie Losung in GauBkoordinaten,

- wenn wir auf S’ lokale Koordinaten (z?) einfiihren. Da Gauflkoordinaten zu einer Hy-
perfliche eindeutig sind, erhalten wir lokal genau eine Raumzeit, in der z° = 0 isometrisch
zu einem Stiick von S’ ist.

Uberdecken wir S’ mit Koordinaten Vi), in denen h' und k' in Reihen entwickelbar sind,
so erhalten wir Raumzeiten mit Metriken g(;). Daraus machen wir eine Raumzeit mlt der
in GauBlkoordinaten offensichtlichen Identifizierung.

Wir sehen nun auch, was d;e Wahl von gop im ersten Satz bedeutet: verschiedene Wahlen
von ,lapse und shift“, dafl heifit von gop ergeben dieselbe Raumszeit in verschiedenen Ko-
- ordinaten. ' ' '

Um die Existenz analytischer Losungen zu erhalten, miissen wir zeigen, daf} es analytische
.Lésungen der Zwangsgleichungen gibt. Ein einfaches Beispiel:

Sei kag = 0 und hap eine beliebige nicht ausgeartete 3-Metrik. Dann gilt @R = 0 fur
gap = Pthag; falls @ die Gleichung APV, VP — 1/8R(hep)® =0 erfiillt.

Dies ist eine elliptische oder Wellengleichung fiir . Der Satz von Cauchy-Kowalewskaya
kann verwendet werden, um analytische Lésungen zu bestimmen.
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Damit haben wir gezeigt, da es lokal analytische Losungen der Einsteinschen Vakuum-
feldgleichungen gibt. Ist eine analytische Mannigfaltigkeit mit einer analytischen Metrik:
gegeben, so gelten die Feldgleichungen iiberall, falls sie in der Umgebung nur eines Punktes
erfiillt sind. ’ ' B




- 16. Nichtanalytische Losungen (C*°, C*)

Von der Physik her erwarten wir fiir das freie Gravitationsfeld hyperbolische Gleichungen.
Nun sind aber die 6 Entwicklungsgleichungen in den geometrisch ausgezeichneten Gauf-
koordinaten nach keiner der bekannten Definitionen hyperbolisch. Trotzdem werden die
Gleichungen in dieser Form in der numerischen Relativitétstheorie und im Zusammenhang
mit Quantisierungsfragen (kanonische Formulierung der Theorle) verwendet.

Ein Existenzbeweis fiir C*°-Lésungen gehng,t wenn mittels Koordmatenbedmgungen oder
»Eichbedingungen“ die Gleichungen hyperbolisch gemacht werden konnen. |

Die spezielle Wahl der Eichbedingung ist irrelevant, da damit letztlich ein , geometrischer
Satz“ bewiesen wird. Es kénnen beliebige Koordmatensysteme verwendet werden, um die
Existenz von C* oder C* Lésungen nachzuweisen.

Die ilteste erfolgreiche Elchbedmgung besteht in der Verwendung ,,harmomscher Koordi-
- naten“, und dieser Weg soll hier beschrieben werden.

Fir den Riccitensor gelten in einem beliebigen Koordinatensystem folgende Beziehungen: \

Ray = MRy + 1/2(ga.ab1“ + g5i0aT%)
F — Fl rs

(h)Rab = _(1/2)9,-,, rsGab + Hab(g,‘ag)
Die Gleichungen (® R, = 0 sind ein quasilineares, hyperbolischeé System, da der Hauptteil

aus Wellengleichungen besteht, von denen wir in Abschnitt 13 gesehen haben, daf§ sie
symmetrisch hyperbolisch gemacht werden kénnen! Wir wissen also, daf die Gleichungen

0= ®Rap = —(1/2)g"*Orsgas + Has(9, 9)

zu Anfangsdaten gq5(0;2?), 80945(0,2?) lokal eindeutige C*™ oder C* Losungen haben,
falls 2° = 0 raumartig fiir die Daten ist. Nun ist es im Gegensatz zum analytischen Fall
entscheidend, daB die Anfangsfliche raumartig und nicht zeitartig ist. Die Gleichungen

= (®) R, stellen 10 Entwicklungsgleichungen fiir alle metrischen Komponenten dar. Die
- Abhingigkeitsgebiete sind wie bei einer Wellengleichung mit der Metrik gq3.

“(")Rab = 0 wiirde Rz = 0 implizieren, wenn fiir die mittels des quasilinearen Systems
berechnete Metrik IV = 0 gelten wiirde. Die Bedeutung dieser Bedingung ist

Dxi — gabv Vb(.’l?i) - grsa'_‘al-\i =0
Das ist eine hneare Wellengleichung fiir die Koordinaten. Folglich glbt es lokal in Jeder
Raumzeit Koordinaten (:v') mit ' = 0, ,harmonische Koordinaten®.

~ Wie kann man erreichen, da8 fiir eine Losung der Gleichungen (*) R,; = 0 auch noch I'¥ = 01 |
, gilt? Wenn das iiberhaupt geht, dann nur durch spez1elle Datenwahl!
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 Aus 0 = V4G, und 0 = WR,, ergeben sich Wellengleichungen fiir I,
g0, + B#*9,I" =0

(B?* eine Funktion von ¢,0¢)

Aus T%(0,2#) = 60I“(0 zP) = 0 folgt I"(a°,z#) = 0 wegen der Elndeutlgkelt der Lésung.
(Wieder geht die Raumartlgkelt der Anfangsfliche ein!). Das heifit »Harmonizitét propa-
giert“.

Zu Anfangsdaten gab(O z?), aogab(O x?), firr die 2° = 0 raumartig ist und I“i(O zP) =
301"'(0 z#) = 0 gilt, bekommen wir folglich eine Losung von Rgp = 0. (Die Able1tungen
301"'(0 xﬂ ) = 0 miissen mit den Entw1cklungsglemhungen berechnet werden.)

Da$f} es solche Daten gibt, falls die Zwangsgleichungen erfilllt sind, ergibt sich so:

Hilfssatz: Sei h, k eine Losung der Zwangsgleichungen. ~ Dann gibt es gab(O;:cﬂ ),
B09ab(0,z”), so daB I'(0,2#) = 0 und gap(0,2?) = hag, Bgap(0,2P) = kap gilt.

Falls W R, = 0 auf 2° =0, gllt aor*(o z?) = 0.

- Beweis: Sei in beheblgen, lokalen Koordinaten haﬂ(:c'y), kap(z7) die Losung der Zwangs- |
gleichungen. Wahlen wir zuerst

900(0,27) = =1, 05(0,27) =0, gap(0,27) = hap, Bogap(0,27) =kap -
Die ao-Ableitungeﬁ von gop werden nun eindeutig so bestimmt, daf§ =0 auf 2% = 0 gilt:

0=T"=(V=9)"'l(vV=9)9"0sz* = 8ag® + (1/2)g* 9" Ougrs
0= .‘]ikri = —'gai hgik +(1/2)9"° Okgrs

0= gl = ~g"ogix — 9™ Oagir + (1/2)9" Oegrs

0=gal" = —gooaogm; — 9% 0agik + (1/2) {9°°Okgoo + 9”7 Okgps}

fiir k= 0.: —g"°dogo0 — 9% Oagio + (1/2) {9*°ogoo + 9°°B0gpe}
firk=r: —g%8gor — 9% 0agjr + (1/2) {9°°0-go0 + gpaargpa}
- Wir sehen aus den letzten beiden Glelchungen, dal Jygoa emdeutlg bestimmt ist.
Nun fehlt noch 801“ =0: Aus

Rab = (h)Rab + 1/2(gaiabr‘i + gbiaﬂri)‘ | | |
folgt mit (M R,y = 0, % = 83T = 0 fiir 2° = 0(goo = —1, goa = 0),
Gg = —-(1/2)gab80rb

Sind also die Zwangsgleichungen esfillt, gilt &I™ = 0. -




" Mit diesem Hilfssatz und dem allgemeinen Existénzsatz fiir quasilineare Wellengléichun¥ ;

gen ergibt sich eine Losung in speziellen Koordinaten. Die geometrlsche Version ist nun

offensmhthch.

Satz 3: Sei S’ eine glatte 3~Manmg,faltlgke1t h' eine Rlemannsche Metrik und k' ein
symmetnsches Tensorfeld, welche glatt sind und die Zwangsglelchungen erfiillen.

Dann gibt es eine glatte Vakuum-Raumzeit, in der eine Hyperfliche S existiert, so daf§

die darauf induzierte erste und zweite Fundamentalform isometrisch zu h', k' smd Zwei
verschiedene solche Losungen sind in einer Umgebung von S isometrisch.

Beweis: Sei V; eine Uberdeckung von S’ mit lokalen I\arten Mit dem Hilfssatz und dem
allgememen Existenzsatz fiir quasilineare Wellengleichungen erha.lten wir lokale Losungen
Yap-

Falls wir auf ‘V(,) verschiedene Koordinaten (2#) und (2#’) wihlen, sind die dadurch be-
stimmten Lésungen gqs, g, durch eine Koordinatentransformation verkniipft, denn: Die

Koordinaten (zg) bestimmt gas elndeutlg mittels der Konstruktion im Hilfssatz; definie- | |

~ ren wir beziiglich g,5 harmonische Funktionen y* die mit (z#') und (8pz?') auf z° = 0
iibereinstimmen. Transformieren wir g,s in diese Koordinaten, so erhalten wir metrische
Komponenten Ygap welche dieselben Gleichungen und ‘Anfangswerte erfiillen wie gory.
Also gilt wegen der Eindeutigkeit der Losung des quasilinearen Systems Ygqrp = garpr.

Nachdem wir wiésen, daB k', k' lokal eindeutige Vakuum-Raumzeiten bestimmen, kénnen
- wir durch Identifizierung in GauBkoordma.ten eine elndeutlge Raumzeit in einer Umgebung
von z° =0 definieren.

Em nglobaler Existenzsatz® ergibt smh durch Konstruktion — unter Verwendung desm

Zorn schen Lemmas — einer ,,maximalen Entw1cklung

Satz 4: Zu gla,tten Cauc’hy-Daten ', k' auf einer 3~Manhigfaltigkeit S' gibt es genau
‘ g ;

eine glatte Raumzeit (M*,g,p), die diese Daten realisiert und Fortsetzung jeder anderen

Fortsetzung ist. Es ist M* = §' x R!, und jede zeit- oder lichtartige, nicht fortsetzbare
Kurve schne1det S' genau emmal

Solche Raumzeiten heifen ,global hyperbolisch® und kénnen unter Umstanden fortgesetzt

werden. Dann ist S aber nicht mehr ,,Cauchy-Fliche“, daf heifit es gibt kausale Kurven,

-die S nicht treffen. (Beispiel: raumartiges Einheits-Hyperboloid im MinkoWski-Raum;)

Ohne weiter darauf elnzugehen sollen folgende, wichtigen Exgenschaften nur erwahnt wer-
den:

~ Falls die Da,ten invariant unter einer Symnietrie sind gibt es in der Losung eine Symmetrie "

~ Hingen die Daten glatt von einem Parameter ab so gilt das auch fiir d1e durch die Daten
bestimmte Lésung.

~ Stationére Vakuumlésungen, die C? sind, sind sogar analytisch.
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Um eine Losung zu erhalten, benotxgen wir Losungen der Zwangsglelchungen Dle 4 Glel- »
chungen |
: - 0= VA(kap ~ Gapkl)

0 = kagk®® — (k3)? — ©OR

fiair 12 Tensorkomponenten enthalten Koordmaten—WﬂH\ur, bestehend aus 3 Funktlonen, :

" die die Koordinaten in der Anfangsfléiche festlegen und 1 Funktion, die diese veréndert.

Es bleiben 4 ,freie Funktionen“, welche die zwei , Freiheitsgrade des Gravitationsfeldes®

* bestimmen. (Je ein Paar ,,p, ¢*).' Das paBt zum linearisierten Spin-2 Feld. Im allgemelnen ‘

konnen diese Frelheltsgrade aber nicht invariant charakterisiert werden.

g

Es glbt verschiedene Arten, die Variablen und Koordinaten zu wahlen, um ein elhptlsches‘

System zu erhalten. Dafur koénnen dann lokale und globale Existenzsétze bewiesen werden.

Wichtigste E:genschaft von asymptotisch flachen Losung;en (auch mit Quellen) ist ,,che

"P081t1v1tat der ADM-Masse”.

Bemerkung: Die Uberlegungen und Ergebmsse dieses Abschnittes zelgen Als ,,geometrl—g
sche Charakteristiken“ der Vakuumfeldgleichungen sind die lﬁullhyperﬁachen zu bezeich-
nen. Sie kénnen kovariant dadurch charakterisiert werden (Ubung), da8$ fiir ihre Konor-

‘malen der Rang des Hauptsymbols der Gl. Rag = 0. nicht maximal ist (was die Nicht-

auflésbarkeit von S. 17 verallgemeinert). Alternativ dazu kann man als Entwicklungsgln.
die 14 Gln. MR, = 0, g"*8,,I* = 0 fdie Unbekannten (gas, I'*) nehmen, mit entsprechen-
den Zwangsgleichungen. Dann erhilt man direkt, d. h mit der Definition aus Abschmtt 6,
die ,richtigen“ Cha,raktenstlken




17. Gleichungen mit Materie

‘Die Art der Q’uelle'Tab muf} angegeben werden, wenn die Entwicklung von' gap und Tap

bestimmt sein soll. Man muf} sagen, ob T, eine Fliissigkeit, ein elektromagnetisches Feld

 oder dergl. beschreiben soll; sonst ist es nicht sinnvoll, nach Losungen von Gap = Tap zu

fragen.

Fiir den Fall einer.,,idea,len Fliissigkeit® lautet der Energieimpulstensor'

Tup = (4 + PJuatts + Pgas, | u>0, ‘ (dp/d) >0 .

" Die 4 EntW1cklungsgle1chungen V*T,, = 0 sind fiir eine beheblge Lorentzmetnk gab sym- o

- metrisch hyperbolisch fiir die Materievariablen.

- Deshalb sind wie im Vakuum die Zwangsglelchungen erhalten, und lokale Ex1stenz und

Eindeutigkeit kann bewiesen werden.

B - Fir das elektromagnetlsche Feld Fab mit

Ty = (1/47) (FucF — (1/4)0usFuF™)

folgt V9T, = 0 aus den Maxwell-Gléichuﬁgen auf einer beliebigen Raumzeit. Wieder sind

die Zwangsgleichungen vertréglich mit der Entwicklung eines symmetrisch hyperbolischen .

Systems und befriedigende Sitze konnen fiir das lokale Problem bewiesen werden.
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18. Offene Fragen

1.) Existenz asymp totisch‘einfacher Strahlungsraumzeiten o

- Es gibt Losungen ‘der Zwang,sglelchung,en a,uf R3 mit Daten, die ,nahe den;emgen des
flachen Raumes“ smd

hab = bap + (1/’!‘) ‘haﬁ S
kap = (l/rz)okaﬂ;}- ..

~ Losungen der Vakuumgleichungen zu solchen Daten existieren in einer Umgebung der An-
fangsfliache, aber es ist nicht bekannt, ob diese Losungen zeit- und lichtartig vollstindig |
sind. Ist die globale Struktur ahnhch der des Minkowskiraumes? Die Antwort auf diese
Frage hat grofie Bedeutung fiir die Theorie der Gravitationsstrahlung isolierter Systeme.
In [6] wird bewiesen, da8 fiir kleine Daten mit endlicher ADM-Masse und endllchem Dre-
himpuls die Losungen geodatisch vollstandig sind.

Betrachten wir Belsplele a.nderer Theorlen

1-dim Hydrodynamik: Es glbt beheblg kleine Daten, die in endlicher Zeit Schocks, dafl

heifit Smgula,ntaten entwickeln. In [7] wird gezelgt dafl dies auch in 3 Dimensionen der
Fall ist.

Yang-Mills Glelchungen Globale Ex1stenz fur beheblge (,,ungeladene“) Daten auf dem
Minkowskiraum wurde bew1esen

Einsteingleichungen mit A > 0: Es gibt globale Losungen nahe der De Sitter Losung.

Das zentrale Problem im Falle der Einstein’ schen Vakuumfeldgleichungen ist dies: Auch
»beliebig kleine Daten“ haben einen (1/r) Abfa.ll im raumlichen Unendlichen! Die 1st eine
Folge der Positivitit der ADM-Masse!

Struktur er l 1taten

_Smgula.ntatssatze sagen unter verschiedenen Bedmgungen Krummungssmgulantaten vor-
aus. Nichts iiber die typische Struktur ist bekannt, da in den entsprechenden Beweisen die
~ genaue Form der Feldglexchungen gar nicht verwendet wird. :

' Es gibt keinen interessanten 1+1 Fall, der belsplelswelse fiir dle Hydrodynarmk eine ent-
~ scheidende Rolle spielt (StoBrohr, Schocks) .

»3 ) Beschreibung endhch ausgedehnter Korper

~ Das ist schon ein Problem fiir d1e mcht relat:wstlsche Hydrodynamlk'

In [8] wird bewiesen, da8§ das Anfangswertproblem fiir das Euler—Poxsson—System mit po-
lytroper Zustandsgleichung fiir Anfangsdaten (endlicher Differenzierbarkeit), deren Dichte
kompakte Triger hat, lokal in der Zeit Losungen hat. Fiir das Zweikorperproblem mit
ausgedehnten, deformierbaren Kérpern scheint kein entsprechender Satz bekannt zu sein.

o4




In der Einsteinschen Theorie ist (aufier im kugel.-stat. Fall) nicht elnma,l das Elnkorper-
problem behandelt worden; bis jetzt lassen sich in der AR endhch a,usgedehnte Korper
nicht exakt beschreiben.
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