
11. Lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koef6.
. zienten. Gardings Hyperbolizitatskriterium 

Die einfaehsten partiellen Differentialgleiehungen sind die linearen mit konstanten Koef
fizienten, vgl. die Beispiele auf S. 5 .. Nur fUr diese Gleiehungen ist eine notwendige und 
hinreiehende Bedingung fur die Losbarkeit des Cauehyproblems fUr beliebige COO-Daten 
(erst seit 1951) bekannt. Die Theorie dieser Gleiehungen zeigt, wie in diesem Fall die 
Grun.dfragen (S .. 14/15) beantwortet werden konnep und welche Rolle dabei die Begriffe 
Symbol, eharakteristisehes Polynom us~. spielen; sie bereitet zugleieh die allgemeine Thea-, , 

ne vor. 

Wir betraehten als Beispiel wieder die Gleiehung 

(1) 

fur eine N.,.komponentige Unbekannte u(t,x), x E Rn~ Die N x N-Matrizen Aik, B i , C 
Bollen jetzt naturlieh konstante, i.a., komplexe Elemente· haben. Aile Uberlegungen dieses 
Absehnitts gelten ohne wesentliehe Anderpngen fiir Systeme heliebiger Ordnung an Stelle 
von (1). Die Gleiehung (1) bleibt bei affinen Transformationen der Koordinaten t, xi 

das Rn+l erhalten. Deshalb werden die folgenden Begriffe und Satze i.a. affin-invariant 
formuliert .. 

Wir stellen folgende Hauptfrage: Zu 'welehen Gleiehungen vom Typ (I) gibt es Hyperebe
nen, fur die das C P mit beliebigen COO-Daten und beliebiger Coo-QueUe f dureh coo_ 
Funktionen u losbar ist? 

'Damit das CP fur (1) mit Daten auf einer Hyperebene E so lOsbar-ist, muB E frei seinj 
denn sonst waren die Daten nieht beliebig vorgebbar (Siehe Absehnitt 6, S. 17). Sei also 
E frei und dureh XO = t = ° gegeben (Koordinatenwahl)j dann ist AOO = A invertierbar. 

1m Hinbliek auf Absehnitt 8 genugt es, das Standardproblem zu untersuehen, also~' 

Lu == 0, u(O,x) = 0, Otu(O,x) =Ul(X) (2) 

Wir nehmen zunachst den Trager von Ul kompakt an, 

{2') 

'Da L linear und translationsinvariant ist, liegt es nahe, (2) dureh Fouriertransformation 
zu losen. Fouriertransformation bezuglieh.t eignet sieh nicht fur das Anfangswertproblein, . 
weil sieh die Bedingung OtU = Ul nieht "lokal" mit der bzgl. t Fourier-transformierten von 
U formulieren lafit. Wir .setzen deshalb versuehsweise . 

u(t,x) = (271")-n/2 1 eikxu(t, k)dk 

Ul(X) = (271")-n/21 eikxul(k)dk 
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und erhalten - zunachst formal- s~att (2): 

L(8t ,ik)u(t,k) = 0 

u(O,k) = 0, 8~u(0,k) = uI(k) 

(5) 

(6) 

Diese Gleichungen beschreiben ein Standard-Anfangswertprobleni fiir dasSystem (5)ge
wohnlicher Differentialgleichungen fiiru(t, k) mit k als Parametet. Wegen der Linearitat 

- \ ist die' Losung zu beliebigen Daten eine Linearkombination aus den N Losungen zu den 

Daten (D' ... 0)- Fallt man diese L6sungen ais Spaiteneiner Matrix U( t, k) auf, so 

muir gelten 
,L(8t ,ik)U(t,k)=0 , 

U(O,k) = 0, 8t U(0,k) ='1 

die Losung von (5), (6) ist dann 

ft(t, k) = U(t, k)UI(k) 

Die Losung zu (7), (8) laf3t sich durch das Kurvenintegral 
I 

U(t, k) = 2: f eiwt(1-1( -iw, ik )dw 

rio 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

darstellen. Es ist iiber eine Kurve rk in der komplexen w-Ebene zu erstrecken, die alle 
Nullstellen des eharakteristisehen Polynoms 

q( -iw, ik) = det 0"( -iw, ik) (11) 

positiv umlauft, z.B. iibereinen geniigend groBen Kreis. Hierbei ist 0" das (in Abschnitt 10 
definierte) Gesamtsymbol von L, und es ist wie in Abschnitt 10 e = (----:w, k) gesetzt. 

DaB das Integral (10) die Gleichungen (7), (8)1 erfii11t, folgt mittels des, Cau.chysehen 
Integralsatz~s durcE. den Grenziibergang rk : Iwl = R ~ 00. Urn. auch (8}i einzusehen, 

entnehmen wir aus (1) , 
I 

also' 
(1-1 ( -itO, ik) = :...A-1w-2 (1 + O(\wl-1» 

(Die 0-Terme beziehen sich auf ein beliebiges, aber festes k.) Damit folgt (8 h mit r k ----+ 00. 

Aus (3), (9) und (10) ergibt sieh, zunachstformal, die Losung des Problems (2): 

«(t, x) ":'(2".)-0,2 je"'U(t, k )Ul( k)dk ' (12) 
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Dies Integral stellt tatsachlich eine C=-LOsung des Problems (2), (2') dar, falls DiffereIi~ 
iiationen heliebiger Ordnung nach t und den X CX mit .der Integration vertauscht werden 
durfen. Das wiederum ist der Fall, wenn aIle Integrale der Form 

fUr jedes T > 0 im Bereich It I = T, k E An absolut und gleichmiillig konvergieren. Nun 
folgt aus der Voraussetzung (2') liber Ul und clem Satzvon Paley-Wiener, dafi /ill fiir 
Ikl -t 00 schneller als jede inverse Ikl-Potenz abnimmt. Fur die Rechtfertigung von (12) 
reicht also au's, dafi 

a:u( t,k) . ;: J e -iwt( -'-iw)1 u-1 ( -iw, ik )dw . (13) . 
. r k 

fUrjede naturliche Zahll in It I :::; T gleichmiillig hochstens polynomial in k wiichst. 

UUl das Integral (13)abzuscha.tzen, benutzen wir die Matrixformel :u q . q(u- l )T, die 

a' U( t k) = -z - we. . ~ d ( .)'( A) J '-iwt (a )T 
t, 27r. q( -iw, ik) au w (14) 

Tk 

ergibt. r k werde sofestgelegt:Um jede Nullstelle w j von q( -iw, ik) werde ein Einheitskreis 
geschlageu; die Vereinigung hzw. "Zusammensetzung" dieser Kreise sei rk: 

Dann folgt, 

. la:U(t, k)1 < II~I J ,w"11 ;! II,e-iwt,dw 
r k 

Nun wachsen nachAbschnitt 10 dieNullstellenhetrage und damit auch die Werte von/wi· 

aufTk.hochstens polynomial,und das gilt auch fUr die Matrixnorm II ;! II. Ais llinreichend . 

erweist sich also schlieBlich, daB Ie -iwt I fUr alle reellen. kund jedes Interval!, It I $ . Taut r k 

beschrankt ist, was der Fall ist, wenn fur aIle k die Imaginarteile derNullstellen wjvon 
q( -iw, ik) in.einemvonk uuabhangigen Streifen l.1wl:::; Cliegen .. 
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Diese letzte Eigenschaft bedeutet aber, daf3 q hyperbolisth und der Kovektor dt mit den 
Komponenten (1,0, ... ,0) bezuglich q raumartig ist, vgl. Abschnitt 10. Die Hyperebene 
E(t . 0) wird dann auch raumartiggenannt. . 

Ergebnis: Das Standard-Cauchyproblem (2) mit (2') hat eine Coo-Lasung, wenn das cha
rakteristische Polynom q von L hyperbolisch und die Anfangshyperebenefur q raumartig 
ist~ Eine Lasung wird (in ganz Rn+l) durch 

u(t x) = -A .J dkul(k) J ei(kx-wt)a-,l(_iwik)dw , (27r )Hn/2 ... , 
. Rn· rk 

dargesteUt, wOrln Ul durch (4) bestimmt ist. 

Da mit der durch t = ° beschriebe:nen Hyperebene auchalle dazu parallelen und aus Ste
tigkeitsgriinden auch alle Hyperebenen mit Konormalenin einer Umgebung von dt fur L 
frei sind, folgt aus dem Satz von Holmgren die Eindeutigkeit der Lasung des Standardpro
blems. Da nach demselben Satz jeder "Linsenbereich" ein Abhangigkeitsbereich ist,.hangt 
dieLasung in einem beliebigen Punkt (t, x) E Rn+l nur, von den Daten : auf einem (von (t, x) 
abhangigen) kompakten Teil der Anfangshyperebene abo Deshalbkartndie Voraussetzung 
(2') durch . 

Ul E coo(Rn) 

ersetzt werden. Schliefilich ist nach Abschnitt 8 auch die Einschrankung auf Standard-
Daten unnatig. Die Hauptfragewird also beantwortet durch den . 

Satz (Garding): 

Zu einer partiel1en Differentialgleichung mit ~onstanten Koeffizi,nten gibt es Hyperebenen, 
fUr die das Cauchyproblem mit beliebigen COO-Daten und Quellen durch Coo-Funktionen 
lasbar ist, wenn das charakteristische Polynom q der Gleichung hyperbolisch ist. Das 
Problem ist dann lasbar fUr bzgl. q raumartige Hyperebenen. Die Lasung ,ist durch die 
Daten eindeutig bestimmt UIid wird durch (15) zusaIIlmen mit den Duhamel- Formeln 
dargestellt. 

Bemerkungen: 

(i) Garding hat tiberdies.gezeigt, daf3 die im ersten Teil des Satzes formulierte Bedingung 
nicht nur hinreithend, sondern aucn notwendig ist; siehe [1]. 

(ii) Aus dem obigen Satz folgt direkt die stetige Abhangigkeit der Lasung von den Da
ten ("Cauchy-Stabilitat") mit Hilfedes Satzes tiber Abbildungen mit abgeschloss~nen 
Graphen, angewandt auf die Abbildung des Frechet-Raums der Daten in denjenigen der 
Lasungenj siehe [3]. 

(iii) Eine partielle Differentialgleichung mit kon.stanten Koeffizienten heifit strikt hyperbQ
lisch, wenn ihre charakteristische F~rm qm es ist (im Sinn derDefinition in Abschni~t to) . 

. 'Wegen der Einfachheit der Nullstellenwjkann man im Fan einer homogenen (q = qm), 
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strikt hyperbolischen Gleichung die w-Integratiori in (15) mit Hilfe des Residuenssatzes 

ausfiihren. Dann ist 

V= sup 

J 
k + ik' E en 

endlich, und es HiBt sich mit dem Paley-Wiener-Satz zeigen, daB Wirkungen sich hochstens 
mit der Geschwindigkeit V ausbreiten, d.h. daB sich entsprechend dieser Vor~tellung Ab
hangigkeit8gebiet~ bestimmen lassen; siehe [2] . 

. (iv) Ersetzt man in (15) ih durch das Fourierintegral tiber Ut, so erhalt man eine lineare 
Integraldarstellung der Losung u( t, x) durch das Datum UI (x). Diese Darstellung liiBt 
sich unter geeigneten Voraussetzungen in die .Darstellung mit Hilfe einer GreenfunktiQn 
umformen. ' 
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12. Lineare hyperbolische Gleichungen 

Wir wollen jetzt den Begriff der Hyperbolizitat allgemeiner bet~achten. Mit andereh War., 
ten geht es um die Fr~ge, wann fUr eine gegebene partielle Differentialgleichung Losungen . 
zu allen Cauchy-:-Daten auf eirler gegebenen Hypeiflache S existieten.Wie wir SChOll gese-. : 
hen haben, gibt es eine ziemlich befdedigende Antwort, solange wir uns auf Gleiehungen ,-

. mit analytischen Koeffizienten undauf analytische Datenbeschranken~ Narnlich, S soU 
nicht/charakteristisch sein. Wir habenaber C;\uch gesehen, dafi analytischeDaten fur physi
kalische Zweckenicht ausreichen.· lch werde hierden F~lliinearer Gleichungen diskutierenj 

- cilereJi Koeffizienten und Daten COO sind. leh hatte auch aJidere· Differenzierbarkeitsklassen .. 
hetraehten konnen, aber das wUrde fUr diese Diskussion nicht viel bringen. leh nehme als 
Ausgangspunkt f91gende _ 
Deftnitionen: Eine Gleichung ist hyperb,Olischbeziiglich einer Hy:perflache 5, wenn zu 
jedem Cauchy-Datumder KlasseCoo auf Seine entspreehende Losung in einerUmgebup.g 
von S existiert. -. Eine Gleichung heiBt hyperbolisch ,wenn es Hyperflachen mitdieserEi
genschaft gibt. - Eine raumartige Hyperflacheistdann elne, die diese Eigenschaft haL ~ 

. Diese Definitionen sind aus folgenden Griinden unbefriedigend .. Um zu zeigen, daJl eine 
Gleichung in diesem Sinne hyperbolis'ch ist, muB man einen Satz heweisen. Man hatte.·· 
gern ein Kriterium fiiI hyperbolische Gleichungen, solches dafi man' sichdie. Gleichu]lg nui 
anschauen muB um festzust.ellen, ob Hyperbolizitat. vorliegt oder nicht. 

Ich betrachte zunachst eine lineareoGI~ichung folgender Form: ". 

L ailoooip{x)Oh .~.aipU:::::;O (1) 
p~tn . 

Die Funktion u darf vektorwertig sein, was bedeutet, daB Systeme von Gleiehungen Initbe
handelt werden. WanD. ist die Gleichung (1) hyperboliseh? Sind die Koeffizienten'konstant, 
so hat man das allgemeine Kiiterium von Garding. FUr nieht, konstante Koeffizieritengibt 
eg' so etwas nieht: Man muB sieh vielmehr auf spezielle Klassen von' Glei~hungen. ein-' . 
schranken, wo man mehr sagen kann. . 

Es ist' nicht iiberraschend, daB die Charakteristiken auch hier eine wichtige Rolle,.spielen. 
,1m skalaren Fall sieht die charakteristische Gleichung folgendermafien aus. 

(2)-

\ 

Eine Hyperflache ist' charakteristisch fiir die' G leichting (1), wenn alle, ihre Tangenten in 
. jedem. Ptmkt x annulliert w:erden von ~inem {, das J dieG lei chung (2) erfiillt. 1m Fall, daB 

u v~ktorwertig ist und die Koeffizienten inf~lgedessen matrixwertig, muB manstatt des" 
Ha~ptsymbolsdessen Det~rminante in Gleichung (2) nehmen,~ 

\ 

Eine 'fiir die-Physik besonders wiehtigeKlasse von Gleichungen ist-.die det symmetri8ch, 
h,yperb~lisch,en Gleichungen. Das sind Gleichungen erster Ordllungder Form' , 

(3) 
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wobei AO and AQ hermitesehe Matrizensind. Damitdie Gleiehung symmetriseh hyper
boliseh ist,soll es Kovektoren ~ geben mit der Eigensehaft, daB Ai~i definit ist; Die 
dazugehorigen FHiehenelemente sind dann, wie sieh herausstellen wird, raumartig. Die 
eharakteristischen Kovektoren sind diejenigen, fUr die Ai~i singuHir ist. Fiir Gleiehungen 
der Form.(3) gelten die sogenannten Energieabschiitzungen. (Das Wort Energie hat in 
diesem Zusammenhang, ausser in speziellen Beispielen, niehts mit physikaliseher Energie 
zu tun.) Eine soleheAbsehatzung hat (fUr eine homog~ne Gleiehung) die Form 

(4) 

Hierbedeutet v das Anfangsdatum fiir u. Die Normensind Sobolev-Normen,die ieh hier 
nieht naher diskutieren moehte. Sie messen in Integralform die Grosse einer .Funktion 
ZUl;lammen mit einer bestimmten Anzahl ihrer Ableitungenuhdverallgemeinern die wohl-:
bekannte L2 Norm fUr quadrat integrable Funktionen. leh werde jetztals Beispjel zeigen, 
wie man die erste solche Absehatzung, namlieh die fiir die L2 Norm, herleiten kann. Ieh 
nehme an, daB die Hyperfiachen t =eonst raull1.artig sind. Deshalb ist A 0 definit (ohne Ver
lust der Allgemeillheit positiv definit) und hat eine positiv definite Wurzel (AO)1/2. Wenn 

. man w = (AO)1/2 u definiert unq in die Gleiehung einsetzt, bekommt man eine Gleiehung 
fUr w,die auehsymmetriseh hyperboliseh ist und in der an Stelle von AO die Identitat . 
steht. Die gesuehte Absehatzung fiir u ist der fiir w aquivalent; Foigliehbrauehen wir nur 
den Fall A 0 = I zu betraehten. Wir betraehten ein kompaktes Gebiet G folgender Form: 

--
s. 

St ist der Durehsehnitt von G mit der Hyperflaehe t =eonst. Dei" "Mantel" M des Randes 
oG solI glattsein und die Eigensehaft haben, daB die Matrix Aivi in jedem.Punkt negativ 
semidefinit.ist. Dabei ist vein Konormalenvektor zu oG, der naeh innen geriehtet ist. Die 
Hyperflaehenelemente, die zu dieser Hyperflaehe tangential sind,sind entweder raumartig 
oder eharakteristiseh.Eine soleheseharakteristisehes Hyperfiaehenelement ist ein Grenz
wert von raumartigen Hyperflaehenelementen. ( , )tsolldie L 2-Norm auf derHyperflaehe 
St sein. Weil St von t abhiingt, treten im FolgendenRandterme auf. Jetzt miissen wir nur 
noeh reehnen: 

Ot(tt, u}t = 2Re(u, Otu}t + (vou, u}ast . 

= 2Re(u, -AQoQu - BU}t + (vou, u}ast 

(u, AQoQu)t= -(u, (oQAQ)u}t - (u, AQoQu}t - (u, AQvQu}ast 

=> 2Re(AQoQu, u}t = (u,(oQAQ)u}t + (u, AQvQu}ast . 

=> Ot(u, u}t = (tt, (oQAQ - B)u)t + (AiviU , u}t 

~ (u, (oiAi - B)u}t 

:::; C(u,uh 
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Mit Hilfe dieser Be~iehung konnen wir (u; u}t durch (u, u}o abschiitzen. Die gesuchte 
Ungleichung (u, u}a ~ C(u, u}o folgt daraus durch Integration von 0 bis T. 

Aus der Ungleichung ( 4) folgt unmittelbar die Eindeutigkkeit von Losungen in einem Gebiet 
derForm G mit gegebenen Anfangsdaten, wie man folgendermal3en sehen kann.Wenn 
zwei Losungen existieren zu gegebenen Anfangsdaten, erfiillt die Differenz der beiden eine 
homogene symmetrisch hyperbolische Gleichungmit Anfangsdaten null. Es foIgt aus (4) 
daB diese Differenz im ganzen Gebiet G verschwinden muB. Wir sehen auch; daB.die 
Definition der Hyperbolizitiit,die am Anfang gegeben wurde, fiir solche Gleichungen lokal 
ist; denn wennwir die. Existenz lokaler Losungen 'nachweisen konneh, konnen wk die 
Eindeutigkeit benutzen, urn diese lokalen Losungen zu einer Losung in einer Umgebung der 
ganzen Anfangshyperfliiche 'zusammenflicken', wie wir im analytischen Fall schon gesehen 
haben. Die Ungleichung (4) bedeutet auch, daB Losungen, falls welche existieren, stetig 
von den Daten abhiingen. Damitist die Instabilitiit, die beim Cauchy-Problem. fUr die 
Laplace-Gleichung vorkommt (Abschnitt 5), ausgeschlossen. . 

Wenn man Existenz fUr das Anfangswertproblem zeigen will, kann man in' diesem Fall 
folgendermaBen vorgehen. Zuerst approximiert man die Daten und die Koeffizienten der 
Gleichungmit analytischen Funktionen. Sei Vn eine Folgevon analytischen Daten, die 
in der gegebenen Norm gegen v konvergiert.Fiir Koeffizienten, die nahe. sind denen der 
urspriinglichen Gleichung, kanndie Konstantein (4)unabhiingig von diesen Koeffizienten 
gewiihlt werden. Mit Hilfe des Satzes von Cauchy-Kowalewskaya bekommtman analytische 
LOsungen Un zu den Daten Vn (vgl. Bemerkung 3, S. 39/40). Die Ungleichung (4) zeigt, 

. daB, wenn Vn eine Cauchy-Folge ist, so auch Un. Deshalb hat die Folge uneinen Grenzwert 
u. (Dabei verwendet man die Tatsache, daB die Sobolev-Riiume vollstiindig sind.) Wenn 
geniigend viele Ableitungen in der Norm enthalten' sind, wird u die Gleichung (3) lasen 
mit Anfangsdatum v. DaB dieseLosungen fiir Coo Anfangsdaten auch Coo sind, istei~e . 
Folge der Einbettungssiitze fiir Sobolev-Normen. Also gilt 

Satz 1: Sei G ein Geb,ietim :nn+l mit den oben eingefiihrten Eigenschaften beziiglich der 
Gleichung (3). Fiir jede Coo Funktion v auf So = {(x, t) E G : t = O} gibt eseine eindeutige 
Coo Losung u der Gleichung (3) auf G, deren Einschriinkungauf So mit v iibereinstimmt . 

. Eine andere wichtige' Klasse yon Gleichungen ist die der strikt hyperbolischen Gleichungen. 
Diese Gleichungen sind durch folgende EigeIi.schaft charakterisiert. (Wir nehmen an, daB 
der Vektor u in Gleichung (1) N Komponenten hat und daB, wie vorher,' die Ordnung 
(ler Gleichung mist.) In jedem Punkt x existierteine derart, daBfiir jedes " =F 0, 
linear unabhiingig von e, die Gerade ,,+·,\e den charakteristischen Kegel in genau N rh . 
Punkten trifft. DasFliichenelement eines solchenKovektors e heiBt dann raumartig (vgl. 
S. 26). Fiir die meisten hyperbolischen Gleichungen der Physik ist diese Definition nicht 
.allgemein genug. Man sollte auch Gleichungenei~schlieBen, deren Itauptteil in eine direkt~ 
Summe von strikt hyperbolischen Operatoren zerfcillt. Damit waren zum Beispiel die 
Maxwel1g1n. und die (allerdings semilinearen) Yang-Mills Gleichungen, in der Form von 
Gleichungen zweiter Ordnung (Abschnitt 2) eingeschlossen. Die genaue Definition ist aber 
zu kompliziert, alsdaB ich sie hier angeben konnte .. Das' bekannteste Beispiel fUr eine . 
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strikt hyperbolische Gleichung 1st die vVellengleichung auf einer Raunizeit mit M<1trik g'j
Die charakteristische Gleichung ist gij ~i~j = (} und der charakteristische Kegel im Punkt 
x ist der Lichtkegel im Kotangentialraum in diesem Punkt. DaB diese. Gleichung strikt . 
hyperbolischist, ist geometrisch leicht einzusehen; man muB einfach ~zeitartig (inder 
relativistiscnen Terminologie) wahlen. 

Esist relativ einfach, diese Gleichung auf ein symmetrisch hyperbolisches System zuriick
zufiihren, indem man die Ableitungen erster Ordnungder Funktion u alszusatzliche Un
bekannte nimmt, urn· dadurch ein System erster Ordnung zu erhalten. Einen' Spezialfall 
davon haben wir schon· in Abschnitt 4 gesehen; der allgemeine Fall wird von Courant
Hilbert durchgefiihrt. Fiir eine allgemeine strikt hyp~rbolische Gleichung funktioniert dies 
nicht ohne wei teres. ~s gibt aber raffiniertere Argtimente mit deren Hilfe man die Exi
stenz und Eindeutigkeitvon Losungen des. Anfangswertproblems fUr strikt hyperbolische 
Gleichungen aus den entsprechenden Aussagen fUr symmetrisch hyperbolische Gleichungen 
schlieBen ·kann. Dies ist die iiblicheMethode. 

Ais nachstes m6chte ich den Begriff Abhiingigkeitsgebiet diskutieren. Hyperbolische Glei
chungen (odeI' zumindest diejenigen, die wir hier betrachten) beschreiben Vorgange, die 
sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Dies bedeutet, daB die Losung in einem 
bestimmten Punkt nur von den Anfangsdaten auf einer bestimmten kompakten Teilmenge 
der Anfangshyp~rflache abhangt. Es gibt leiderzwei verschiedene gangige Definitionen des 
Abhangigkeitsgebiets. Sie sind verwandt, aber keineswegs aquivalent. Die erste Defini
tion, die man im Buch von Courant& Hilbert findet, werde ich hier nicht angeben, wei! 
die Definition, die in der Literaturiiber Relativitatstheorie meistens verwendet wird (z.~. 
Hawking& Ellis), ein Spezialfall der anderen Moglichkeit ist. Betrachten wir als Beispiel 
die Wellengleichung lokal auf irgendeiner Raumzeit. Dann sieht'das' Abhangigkeitsgebiet 
folgendermaBenaus: 

Der Rand dieses Abhangigkeitsgebiets wirdin diesem FaIl erzeugt von Nullgeodatischen, 
die senkrecht zum Rand von. S anfangen. Diese N ullgeodatischen sind die • charakteristi

. schen Strahlen fiir diese Gleichung; Das Abhiingigkeitsgebiet eines Stiicks Seiner .n..1;U.a.JL.1I"."

hyperflache besteht aus Punkten p, so daB die Losung im Punkt p eindeutig, bestimmt ist 
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durch die Anfangswerte auf S. Diese Definition ist nicht eindeut~g, und deshalb sollte man 
eigentlich nicht von dem Abhiingigkeitsgebiet reden, sondern von einem Abhiingigkeitsge
biet. Man konnte eine eindeutige Definition erhalten durch die Forderung, daB das Gebiet 
das maximale sein sollte, das diefriihere Definition erfilllt~ Dieses maximale Gebiet kann 
aber schwer zu bestimmen sein wegen der Existenz von speziellen Gleichungen~ die das 
Huygensche Prinzip oder Ahnliches erfiillen. 
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13. Nichtlinearehyperbolische Gleicbungen 
.. , 

Eine nichtlineare Gleichurig heiBt symmetrisch hyperbollsch bzw. strikt hyperbolisch, wenn 
die linearisierte Gleichung urn jedes u symmetristh bzw. strikthyperbolisch ist.Diese 
Bezeichnung wird auch verwendet, wenndie linearisierte.Gl~ichung die betreffende Eigen
schait hat,vorausgesetzt, daB die Werte von u inirgendeiner (nicht leeren) offemin Menge 
'liegen~ Eine quasilineare symmetrisch hyperbolische Gleichung sieht aus wie Gleichung 
(3)~ Dereinzige Unterschied ist, daB die Ai von u abhangen durfen. Ais Beispiel konnen 
wir das Euler~System der Hydrodynamik betrachten. Einfachheitshalber werde ich nur die 
nichtrelativistischen Gleichungen im Falle von zwei Raumdimensionen aufschreiben'. :Die 
relativist is chen Gleichungen in ~rei Raumdimensiopen sind sehr iihnlich.,.Als unbekannte 
Funktion oehme ich den Vektor (p, u, v) wobei p die Massendichte 1st uIldu und v die Kom
ponenten de:tGeschwindigkeit sind. Die Schallgeschwindigkeit ist emit c2 __ {)p/8p> O. 
pie . Koeffizienten 'sind dann durch folgende Matrizen. gegeben. 

0), (VIP o . ,A2 -.:.. 0 
pu/c2 . '.' 1 

Die Matrix B ist in diesem Fall gleich Null. Offenbar konnen die Gleichungen ~urin dieser 
Form geschrieben werden, faJ-ls p -F 0: EinBeispiel einer strikt hyperbolischen Gleichung 

, . , bietet die nichtlilleare Wellengleichung , 
. ~.' 

(5) 
. " 

fUr eine'reelle skalate Unbeka:nnte u. An diesem Beispiel sehen wir, daB fur eitie nichtli-
neare Gleichung die Charakteristikenimallgemeinen von der Losung abhangen. In diesem 
Fall sind sie die Nullhyperflachen von Ai,i(x,u). Wie zeigt man, daB eine quasil~neare 
Gleicilung, die in diesem Sinne symrnetJisch oderstrikt hyperbolisch ist, tatsachlich hy
perbolisch ist im Sinne der frillier angegebenen Definition? Urn Existenz von Losungen des 
Anfangswertproblems zu beweisen, benutzt'man normalerweiseeine bestimmte Art'Itera.
,tion. lch werde sie imDetail fiir die Gleichung (5) beschreiben; die Iteration fur andere 
Gleichungen sieht sehr8hnlich aus. Man lost iterativ die Gleichungen ' . 

(6) 

mit gegebenen'Anfangsdaten. Die schon vorhandene lineare Theoriesorgtda.£iir, 9aB 
solche ~osungen existieren. Wenn wir eine Abbildung 1 defin:ier~n durch l(un ) , 'It.n+b 

dann ist ein: Fixpunkt von I eine Losung der Gleichung (5). Mankailll in der Tat zeigen, 
daB, wenn man die Losung in einerhinreichend kleinen Urngebupg de~ Anfangshypecllache 
betrachtet, die Iteration gegen einen FixpunktvonI konvergiert .und daB dieser Fixpunkt 
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die eindeutige Lasung der Gleichung mit den gegebenen Anfangsdaten ist. Wir werden 
jetzt einen Existenzsatz angeben fUr folgende symmetrisch hyperbolische Gleichung. 

Ai(x, u)OjU + B(x, u) = 0 (7} 

Satz 2 Seiv eine Coo-Funktion auf einer offenen Teilmenge V der Hyperfliiche t - 0 
im R n +1 mit der Eigenschaft, daB AO(x,v) positiv definit ist. Dann gibt es eine offene 
Umgebung U von V u'nd eine eindeutige Coo-Lasung der Gleichung (7) auf U, deren' 
Einschriinkung auf V mit v ubereinstimmt. 

1m allgemeinen existiert die Lasung einer solchen nichtlinearen Gleichung nut auf einer 
beliebig kleinen Umgebung der AnfangshyperfHi.che, wogegen die Lasung einer linearen 
Gleichung global existiert. Man muB natiirlich das Wort 'g10bal' sorgfiiltig definieren, da
mit die letzte Aussage einen priizisen Sinn hat. Wenn wir zum Beispiel cl.ie nichtlineare 
Wellengleichung 0 u = F(u) auf dem Minkowski-Raum betrachten, bedeutet 'global' ein
fach, daB die Lasung auf dem ganzen Raum definiert ist. Die Nichtexistenz von globalen 
Losungen ist eine Eigenschaft der Gleichungen. Es ist nicht nur so, daB die Beweistechnik 
versagt. Die Entstehung von StoBwellen istzum Beispiel der Grund dafur, daB bestimmte 

, Gleichungen keine globalen differenzierbaren Lasungen zu gegebenen Daten besitzen. Auf 
jeden Fall haben wir folgende Aussage, cl.ie manchmal Cat\chy-Stabilitiit genanntwird. Be- ' 
trachten wir einfachheitshalberdie oben eingefiihrte nichtlineare Wellengleichung. Nehmen 
wir an, daB wir eine Lasung dieser Gleichung auf dem Gebiet G haben, die zu bestimm
ten Anfangswertenauf der Hyperfliiche t = 0 gehart. Das Gebiet G werde durchdie 
Ungleichungen -T S ts T definiert. Es gibt eine Umgebung dieser Anfangswerte in 
einer geeigneten Topologie derart,' daB fUr, Anfangswerte in dieser Umgebung eineLasung 
der Gleichung auf dem ganzen Gebiet G existiert., Anders gesagt, we~n man .dieDaten 
ein wenig start, wird der Bereich, we} die Lasung existiert, nicht kleiner. Es ist auch so, 
daB kleine Anderungen der Daten innerhalb dieser Umgebung zu kleinen Anderurigen det ' 
Lasung fUhren. Dies bedeutet, daB die Abbildung von Daten in Lasungenstetig ist. 

Zusiitzliche Bemerkungen 

1. Die Differenzierbarkeitklasse Coo ist naturlich fUr hyperbolischeGleichungen in dem 
Sinne, daB es einegroBe Klasse von Gleichungen gibt, fUr die diese Eigenschaft derDaten 
.von den Lasungen geerbt wird. Die Differenzierbarkeitsklasse HI~c ist aucn in diesem Sinne 
naturlich. Dabei ist eine Funktion der Klasse HI~c eine Funktion, die lokal dem Sobolev
Raum vom I?-Typ, H8, gehOrt. Diese Eigenschaft gilt nicht fUr C8-Funktionen und auch 
nicht fur die S<;>bolev-Riiume vom LP -Typ, p =1= 2 [1]. 
2. Die Randterme, die bei der Herleitung der Energieabschatzungen ,auftreten, sindetwas 
unangenehm .. Man kann sie loswerden, indem man die Daten und die Koeffizienten der 
Gle~chung auBerhalb ein.esKompaktumsabiindert, so daB sie periodisch werden[2]. Man 
arbeitet danneffektiv auf einem Torus, also aufeiner Mannigfaltigkeit ohne Rand. 
3. 1m Beweis derExistenz und Eindeutigkeit fUr lineare Gleichungen ist esnatig, die GraBe 
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. des 'Gebiets ~u kontrollieren, WQ. die analytischen N aherungslOsungen existieren. (Der Satz 
von Cauchy-Kowalewskaya behauptet nur die lokale Existenz solcher Losungen. ) Man karin 
passende NaherungslOsungenauch auf andere Art und .Weise bekommen. 1m urspriingli
chen Beweis fiir symmetrisch hyperbolische Gleichungen hat Friedrichs[3J eine piffeten
zengleichung verwendet. Noch eine Methode findet man in.[2],wo ein Glattungsoperator 

, ('mollifier') benutzt wird. 
~. Es gibt einen di~ekten Existenzbeweis fUr lineare symmetrisch hyperbolische Gl~ichun
gen[4]. 'Dieser Beweis beruht auf der Theorie 'abstrakter Entwicklungsgleich:ungerr' in 
Hilbertraumen:Nichtlineare Gleichungenkann man~ auch in diesem abstrakten Ra,lunen 
behandeln. . ' . . 

5. Der erste allgemeine und mathematisch einwandfreie Existenzbeweis fUr stri~t hypeI:-
. bolische und etwas aUgemeinere Gleichungen stammt von Leray[5J. Er fiihrt den Beweis 

der dazu notigen Abs~hatzungeneffektiv auf den -entsprechenden Beweis fUr symmetrism 
hyperbolische GleichU11gen zurii.ck. Dabei ist das ,Wort 'effektiv' notig, weil derBegpif 
'symmetrisch hyperbolisch' noch.nicht existierte.' In seinem Beweis benutzt er auch . Tech
niken, die heute zur Theorie. der Pseudodifferentialoperatoren gehoreri. Ei~e m()at~rDLe 
Behandlung des strikt hyperbolischen FaUs nach diesem Muster gibt es in [2]. 
6. Der Sinn, indem wir ~en Ausdi-lick 'strikt hyperbolisch' benutzen, ist der iibliche (z.B. 
der von [6]); Wir soUten aber darauf hinweisen daB Leray diesen Ausdruck benutzt .hat, 
um eine gro6ere KiaSse zu· beschreiben .. 
7. Der Satz.1 gilt auch fiir Funktionen, die nur endlich oft· differenzierbar sind [4] . Wir ge . 
bier die entsprechenden Ergebnisse fiit strikthyperbolische GlE:iichungen an. Die' Aus!~al!:e! 
ist: wenn die Koeffizienten HB.,-l sind unddie AnfangsdatenHB, so ist die Los.ung HB 
(Die Zahl 8 dad nicht z:uklein sein, aberes rei~htzupl Beispiel, wenns' > 1/2(n +5) . 
Unter den Koeffizienten ziihlt auch irgendeine 'QueUe' oder 'rechte Seite' fur die .... , ,,,,,.,'"', .. ,-,,... 
Es reicht nicht, eine QueUe der Klasse Hs~2 iu haben, damit die Losung H8 ist, ega! 
glatt 'die anderen Koeffizientenoder die Daten sind; Es ist nicht schwer, ein Beispiel 
zu konstruieren, dadieser Sachverhalt schon ,bei der normalen zweidimensionalen 
gleichung zu beobachten ist. 
8. 1m Existenzbeweis fur nichtlineare hyperbolische' Gleichungen werden lokale 
in Sobolenaumen konstruiert. Damit ist noch nicht gezeigt, im GegensatzzuIn un.eaJreo 

.. Fall, daB es zu COO-Daten Coo-Losungen gibt. Der Bereich, wo die Losung der Klasse 
(fiirgegebeneCoo Daten) definiert ist, konnte in Prinzip auf die leere Menge s'c ~runLpfc~ 
fiir s ~ '00. 'DaB dies nicht der Fall ist, ist von Choquet-Bruhat[7}gezeigt worden . 

. 9.Es istauch moglich, die Existenzvon COO-LOsungen fur niohtlineare hyperbolische 
chungen direkt nachzuweisen, ohne eine explizite Iteration durchzufiihren, mit lIilfe 
Satzes von Nash-Moser[8]. Dieser Satz kann aufgefaBt werden als eine Version des 
iiber implizite Funktionen, di~imRaum von Coo F'unktionen giiltjgist. fuSODOJleVrallm.en, 
wo del" iibliche Satz iiber implizite F'unktiontm zu benutzen ware, funktioniert das a.u.~v.~ .. 
Argument nicht. DerGrund dafiir ist der Verlust von Differenzierbarkeit; der. in JjemE~· 
kung.7 angesprochenwurde. . 
10. Ob globale Losungen der GleichungD U = F( u) fiir alle Anfangsdaten existieren, 

. stark von der Gestalt der:Funktion F abo 1m Fall F( u) =_u3 in vier Dim~nsionen "' ....... ",. .•. '-" 
ren Daten mit kompaktemTrager, 'fiir die keine,entsprechendeglobale LOsung",', tu.D"""'''' 
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Dagegenexistieren glob ale Losungen immer fUr solche Daten hn Fall F(u) = u3 [9]. Ein· 
neues Kapitel in der Erforschung globaler Losungen nichtlinearer Wellengleichungen ist 
durch die Arbeit von Klainerman[lO] angeregt worden. 

41 



T 

LITERATUR 

[1] Fattorini,H.O. The Cauchy problem. Addison Wesley, Reading, Mass. (1983). 

[2] Taylor,M.E. Pseudodifferential operators. Pdnceton University Press, Princeton (1981). 

13] Friedrichs,K.O. Comm. P1.~re Appl. Math. 7,345 (1954).· 

[4] Kato,T. Ar~h. Rat. Mech. Anal. 58,181 (1975). 
[5] Leray,J. Hyperbolic differential equations. Princeton (1953). 
[6] Hormander,L. The analysis oflinear partial differential operators, Vo1.2, Springer, Ber(in 

(1983). 
[7] Choquet-Bruhat;Y. Gen. Rel. Grav. 2,359 (1972). 

[8] Hamilton,R.S. Bull. Amer. Math. Soc. 7,65 (1982). 
[9] Strauss,W. "in Velo,G.& Wightman,A.S. Invariant wave equations. Springer, Berlin 

(1978). 
[10] Klainerman,S. Comm. Pure Appl. Math. 33, 43 (1980) und verschiedene spatere Ar-

beiten von verschiedenen Autoren in dieser Zeitschrift. 

42-


