
7. Der Satz von Holmgren 

Fur line are partielle Differentialgleichungen gilt ein Eindeutigkeitssatz, der auch einiges 
Licht auf die Bedeutung det Charakteristiken wirft. 

Sei L ein linearet Differentialoperator der Ordnung m, der auf Funktionen u : V ,-4 eN 
wirkt und in der offenen Menge V c Rn+1 glatte Koeffizienten hat. Dann kann man L 
einenebensolchen L*, den formal zu Ladjungierten Operator, zuordnen so, da13.fUr jeden 
in V enthal~enen kompakten BereichD mit stuckweise glattem Rand aD und Funktionen 
u,v der Klasse em die Lagrange-Identitiit 

jvTLudx= j(L*v)T udx + jM(u,v)df 

D D aD 

gilt, worin M( u,v) bilinear in u,v und deren Ableitungen bis zur Ordnung m ,-list und df 
das ObedHi.chenelement von aD bezeichnet. Man erhalt diese Identitat durch mehrfache 
partiell~Integration. Der Hauptteil von L* stimmt bis auf den Faktor (-'-I)mmit dem von 
L uberein, so daB Lund L * die gleichen Charakteristiken haben. 

Satz von Holmgren: 

L sei ein linearer Differentialoperator mit analytischen Koeffizienten. S sei eine fUr L freie, 
analytische Hyperfiache, So ein kompakter Teilvon S mit analytischem Rand 8So. D· 
sei ein Kompaktum, das von analytischen, fur L freien, von aso berandeten Hyperfiachen 
uberdeckt wird (ein "Linsenbereich", siehe Fig. I). Dann hat die Gleichung Lu = f (mit 

. in D stetigem f) in D·hochstens eine em-.Losung zu entsprechenden Cauchydaten auf So. 

. S. ' s 

. Fi~. 1 

Zum Beweis ist zu zeigen, da13Lu == 0 zu trivialen Daten auf So nur die Losung u = 0 hat. 
Dazu wahle man eine in D analytische Funktion g. Dann hat die adjungierte Gleichung 
L*v = 9 nach dem (hier anwendbaren) Satz von Cauchy-Kowalewskayazu Nulldatenauf S1 
eine analytische Losungv in D, falls S1 hinreichend nahe bei So liegt. (Sonst nehme man 

. statt S1 einegeeignete Flache "zwischen" So und S1 und wende das folgende Argument 
schrittweise auf die Bereiche an, in· die D dadurch zerlegt ist.)· Dann ergibt die Lagrange
Identitiit wegen der Datenwahl 

.0 = j 't,TLudx =jgTUdx 

• D D 
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DiI. jede stetige Funktion in D dort gleichmafiig durch Polynome approximierbar ist (Wei
erstra13scher Approximationssatz), ist u.zu allen stetigen Funktionen in D orthogonal, also 
u = O . 

. Bemerkungen: 

(i) Wenn Lu == f iu Daten auf So eine Losung hat, ist diese also in jedem Linsenbe
reich D durch diese Daten und die "Quelle" f eindeutig bestimmt. Wir sagen d<;l.nn, 
D sei ein Abhangigkeitsgebiet von So fUr L. Man sieht hieraus, ~ie die Gestalten 
solcher Abhangigkeitsgebiete vonder Menge der Ch,aralHeristiken .abh,angen. Um 
ein "zulassiges" D zu erhalten, darf· So (nur) so deformiert werden, daB keine der 
Tangential-Hyperebenen der deformierten Hyperflachen charakteristisch ist. 1m Fall _ 
der Klein-Gordon und Maxwell-Gleichurigen z.B. ergibt sichdaraus, daB die Lichtke
gel Abhangigk~itsgebiete bestimmen (s. Fig. 2). Die "Geometrie der Charakteristiken" 
wird noch ofter beriihrt werden; wir werden sie allerdings nicht sytematisch darstellen. 

(ii) Das Holmgrensche Argument zeigt, wie .-- unabhangig von Ahalytizitat --- die.Exi
stenz von Losungen von L*v = 9 mit de'rEindeutigkeit der Losungen von Lu = f 
verknupft ist .. Insbesondere impliziert fur selbstadjungierte L( L *= L) Existenz stets 
auch Eindeutigkeit. 

(iii) 1m Satz wird von S nur vorausgesetzt, daB es nirgends charakteristis~h 1st; im Fall 
der Klein-Gordon-Gleichung z.B. darf S sowohl raum- wie zeitartig sein. 

(iv) Wenn S charakteristisch ist, versagt nicht nur der Beweis, sondern es besteht dann 
auch keine Eindeutigkeit mehr. Urn bei einem charakteristischenAnfangswertproblem 
Eindeutigkeit zuerhalten, mussen Daten auf mehrals einer (glatt en) Charakteristik 
gegeben werden; dies behandeln wir nicht. 1m Fallder Wellengleichung ist dieMehr-
deutigkeit bei ebenen Wellen offensichtlich. . 

(v) FUr elliptische GIn. der Ordnung m folgt aus dem. H~lmgrenschen Satz: Wenn eine em _ 

Losung auf einembeliebigen analytischenFlachenstuck gleich Null ist, so verschwindet 
sie auch in einer Umgebung dieses Stucks. Dies hangt mit derAnalytizitat solcher 
Losungen zusammen. 
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8. Zuriickfiihrung des Cauchyproblellls lllit allgemeinen Daten auf 
, das Standardproblenl fiir lineare PDgln. ("Duhamelprinzip".) , 

Wir betrachten als Bei~piel die Gleichung 

(1) 

mit u : V ~ eN und Aik" B i , C, f nur abhangig'von (t, x) EVe Rn+l. Das Cauchypro
blem in allgemeiner Form verlangt, (1) zu losen mit beliebig vorgegebener QueUe fund 
Daten 

u(O,x) = uo(x), 8t u(0,x) = Ul(X) 

Ais Standard-CP werde der Spezialfall f = 0, Uo = ° bezeichnet. 

(2) 

Das CP mit allgemeinenuo, Ul, fist auf das Standardproblem zuriickfiihrbar: Sei,w(t, Xj s) 
eine einparametrige Schar von Losungen der Standardprobleme 

Lw=O 

. {we s, Xj s) = ° mIt 
8t w(s, Xj S) = f(s; x) - L( Uo + tUI)(S, x) 

Dann lost (wie man nachrechnet) 

t -, 

u{t,x) = uo(x)+tul(X)+ J w(t,xjs)ds 
- 0 , 

v 

(Duhamel-Integral) 

das Problem (1), (2). 

Ahnlich laB-t sichdas allgemeine Problem (1), (2) auf dasjenige mit Nulldaten Uo = 0, 
UI = 0, aber beliebiger Quelle f zuriickfiihren: 
u(t,x) = w(t,x) +uo(x) +tul(X) lost (1), (2) 
genau dann, wenn 
w(t,x)die Gl. Lw = f - L(uo + tUI) mit Nulldaten 
lost. 

Entsprechende AussageIl: und Formeln gelten fUr Gleichungen beliebiger Ordnung. 

Die angegebenen Formeln zeigen: Wenn der Wert der Losung des' Standardproblems an 
der Stelle (t, x) nur von den Daten in einem durch t, x undL bestimmten Teil der "Vergan
genheit" von t, x abhangt, so hangt der Wert der Losung des allgemeinen Anfangswertpro
blems an der Stelle t, x ebenfalls nur von den Daten und der Quellein demselben Teil der 
Vergangenheit von t, x ab, m.a.W., zur Bestimmung von Abhangigkeitsgebieten geniigt 
das Studium des Standardproblems. (Es ist vielleicht- niitzlich, sich diesen Sachverhalt' an 
Hand eines Diagramms zu veranschaulichen.) , 
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9. Der Satz von Paley-Wiener 

Der bezeichnete Satz soIl hier zitiert werden, da er in den Abschnitten 11 und 12 angewandt 
wird. 

Satz: 

u : Rn ---+ C sei Coo, und fur Ixl > R > 0 sei u(x) = 0 .. Dann ist die Fourier-Laplace
Transformierte u : C n ---+ C, 

it(k):= (27l')~n/2 J e-ikxu(x)dx (1) 
Rti 

ganzholomorph, und zu jeder naturlichen Zahll gibt es eine Konstante Cl mit 

(2) 

.Jk := Imaginarteil von k E Cn. 1st umgekehrt u ganz holomorph und erfilllt u die 
Ungleichungen (2), so gibt es u wie oben, und auBer (1) gilt die Umkehrformel 

u(x) = (27l')-':'/2 J eikxu(k)dk .. 

Rn . 

Insbesondere zeigt (2), daB ulRn fUr Ikl ---+ 00 sHirker als jede inverse Potenz von Ikl abfaIlt, 
also in S(Rn) liegt. (Beweis z.B. in K. Yosida, Functional Analysis, p. 161.) 
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10. Hyperbolische Polynome . 

Bet ?er U~tersuchung linearer·partiellerDi{ferentialgleichungen spielt, wie ill' den'-Abschnit~ 
ten. 6und 7 bemerkt wurde und spaternoch deutlicher werden wird, die charakteristische 

• .J . . . . 

Form. qm = det O'm e~e wichtige Rolle. Dies gilt auch fUrdas charakteristisclie P'olynom 
q := det 0', die'Determinante des Ge$amtsymbols' 0' des betr. Differentialop~rators~ das 
analog ZUO'm aus dem OPffrator durch die Ersetzung Vi -+ei gebild~t wird.q und qm.sind 
Polynome in eo, 6, ... en m~t La. komplexeri, x-abhangigen KQeffizientenfunktiqnenj q~ 

· ist d~r homogene S~mtnand h6c~sten Grades von q. Wir setzen Grad f!. = pj p <mN. . 

In diesem Abschnitt betrachten ~ir,yon jetzt an q~ndqm an einer festen Stelle x E Rn+t, 
die wir nichtmehr erwahnen., " ' . ' . . - . 

DiLe in physikalischen Anwendungen' mei~t\die" B~d€mtung~es Wellen-Kovektdrs ha't, 
schreiben wir oft f'~ (-w,'k)- entsprechenddem Phasenfaktor ei(kx-wt). 

Eine Vorbemerkung:Fur die Nullstellen WI eines Polynoms der Form " 
'WP + PI (-k)wp- 1 + ... + Pp(k) mit Grad Pj ~ j, kE en 
,gilt eine Abschatiung' 

IwIP<:"M {(1 +lkDlwlp - 1 + (1 + Ik1)21w1P - 2 + ... } 
also 

( Iwl )P . '{ . ( Iwl ,)P-l .' .} . 
. 1 + Ikl ~ M 1 + Ikl . + . ~ . + 1 . 

Foiglichistentweder l~llkt < 10der 1 ~:kl < Mp',alsojedenfal~ Iwl <::: (1+pM)(1+lkl)·. 

Die Betrage der Nullstellen wa~hsen also fur Ikl-+ 00 hochstens linear ~Iilkl. . 
Die Hyperbolizitateines Systems linearerpartieller Differentialgleichungenkann u.U. (siehe 
'Abschnitte 11-13)anqm oder q erkannt werden. Die folgendenAusfiihruIlgen dienen dafiir 
als Vorbereitung. Zunachst zwei . . 

Deftnitionen: 

· qheiBt hyperbolisch, wenn eseillen nicht charakteristischen Kovektore, qm (e) ~o, giht 
derart; daB die Nullsiellen Al deS Polynoms q(i [Ae + 77]) fiir,alle 7JE Rn+1 in eineroberen 
Halbebene .JA > -c, c E R, liegen. fheiBt dann raumartig beziiglich q. (Bemerkung: e 
vHrd in diesem Kontext als Konormale eines Hyperflachenelements interpretiertund soIl 
deshalb zugleich mit dem Hyperflac~enelement raumartig genannt werden~ abweichend von 
der Ter1l}inologie inder Rela.tivitatstheorie.) 

Wenn die' N ull~telleneigenscha£ten nur fUr alle von e linear· unabhangigen 7J zutrifft, dann 
· sogar fur alle 7J wegen der stetigen Abhiingigkeit der Nullstellen eines Polynoms -\1ondessen 
Koeffizienten. l: . 
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Satz: 

q sei hyperbolisch und e raumartig fiir q. Dann ist auch-e raumartig. 

Beweis: qm( -e) = (-l)P qmCe)=f. o~ AuBerdem istq(i [Ae + 1JJ) = iPqmCe){AP[XiCe)1]i+ 
aCe))AP-l + ... } mit gewissen Xi(e), aCe). Fiir die Nullstellen At giltalso ~At = a + X i 1]i 
und nach Voraussetzung ~:JAt = :fa + 1]i.:1 Xi ~. -pc fUr belieHige 1] E Rn+1 • Foiglich 
ist .J Xi = 0 und ~.:1 At= .:1 a -:-: b. Daraus und aus der Voraussetzung .:1 At ~ -c folgt 
schlieBlich.:1 At· b - E .:1 A j .~ b + (p - 1 )c. Die N ullstellen Alliegen also fUr beliebige1] 

j~l " 

auch in einer ,~unteren" Halbebene, mithinin einem Streifen 1.:1 AI < d.Dies~ Eigenschaft 
bleibt offenbar erhalten beiErsetzung von e durch -e,' alsoAl durch ~ A,. 

Wenp q homogen ist, also q = qm, folgt aus" q( i[sAe + S1])) = iP sP q(Ae + 7j) sofort der 

Satz: 

Ein homogenes Polynom q ist genau dann hyperbolischunde raumartig fiir q, wenn q(e) i= . 
o ist und fiir alle reellen 1] sfuntliche N ullstellen von q( Ae + 1]) reell sind. 

Wenn q homogen und hyperbolisch istund f raumartig, ist der Koeffizient hochsten Grades 
inA vonq(Ae + 1]) gleich q(e), derjenige niedrigsten Grades q(1]). Wegen der Realitat der 
Nullstellen ist also q( 1]) / q( e) reell, d.h. das Polynom gist bis auf den Faktor q( e) =f. Oreell. 

Ausden Definitionen ergibtsich weiter unmittelbar, daB ein Produkt von Polynomen 
genau dann hyperbolisch ist, wenn die Faktoren hyperbolisch sind und einen. gemeinsamen 
raumartigen Kovektor haben. 

Satz: 

Wenn q hyperbolisch und e raumartig fUr q ist, so ist qm hyperbolisch und e fiir qm 
raumartig. 

Beweis:Da qm(i[Ae + 1]]) = lim q(i[AO"e +0"1]]) ist, die Nullstellen eines Polynoms stetig 
(1"-+00· .. . 

voJ:l den Koeffizienten abhangen und fUr dieN ullstellen von q( i[ AO"e + 0"1]]) bei fest ern e 
und aile qgilt I:J 0" AI ~ d, so gilt fiir die Nullstellen von qm(i[Ae + 1]]) also .:1 A = O. 

Es seien noch zwei weitere Satzeohne Beweisemitgeteilt: 

Satz: 

Die Menge der raumartigen Vektoren eines hyperbolischen Polynoms besteht aus offenen, 
konvexen Zusammenhangskomponenten. der Menge der nichtcharakteristischen Kovektoren 
(I).· ." 
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Satz: 
Wenri. qm(e) =f 0 ist und qm(Ae + 7]) fUr alle vone linear unabhangigen 7] E Rn+l lauter 
einfache, reelle Nullstellen Al hat, so. ist q hyperbolisch und e raumartig fUr q; q heiBt dann 

strikt hyperbolisch [2]. 
Bei den von uns betrachteten oder al~ Beispiele erwahnten hyperbolischen partiellen Diffe
rentialgleichungen (d~r relativistischen und der nichtrelativistischen) Physik kommt in der 
charakteristischen Form qm immer min.destens eine Lorentzform w 2 - k2 als Faktor vor. 
Da~m besteht die Mengeder raumartigen Kovektoren von q aus genau zwei "entgegenge
setzten" Komponenten r+ und r- = -r+, wobei r+ im"Zukunft~"-Halbkegel W > \k\ 
enthalten ist. (Der Rand von r+ braucht nicht glatt zu sein.) 
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11. Lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koef6.
. zienten. Gardings Hyperbolizitatskriterium 

Die einfaehsten partiellen Differentialgleiehungen sind die linearen mit konstanten Koef
fizienten, vgl. die Beispiele auf S. 5 .. Nur fUr diese Gleiehungen ist eine notwendige und 
hinreiehende Bedingung fur die Losbarkeit des Cauehyproblems fUr beliebige COO-Daten 
(erst seit 1951) bekannt. Die Theorie dieser Gleiehungen zeigt, wie in diesem Fall die 
Grun.dfragen (S .. 14/15) beantwortet werden konnep und welche Rolle dabei die Begriffe 
Symbol, eharakteristisehes Polynom us~. spielen; sie bereitet zugleieh die allgemeine Thea-, , 

ne vor. 

Wir betraehten als Beispiel wieder die Gleiehung 

(1) 

fur eine N.,.komponentige Unbekannte u(t,x), x E Rn~ Die N x N-Matrizen Aik, B i , C 
Bollen jetzt naturlieh konstante, i.a., komplexe Elemente· haben. Aile Uberlegungen dieses 
Absehnitts gelten ohne wesentliehe Anderpngen fiir Systeme heliebiger Ordnung an Stelle 
von (1). Die Gleiehung (1) bleibt bei affinen Transformationen der Koordinaten t, xi 

das Rn+l erhalten. Deshalb werden die folgenden Begriffe und Satze i.a. affin-invariant 
formuliert .. 

Wir stellen folgende Hauptfrage: Zu 'welehen Gleiehungen vom Typ (I) gibt es Hyperebe
nen, fur die das C P mit beliebigen COO-Daten und beliebiger Coo-QueUe f dureh coo_ 
Funktionen u losbar ist? 

'Damit das CP fur (1) mit Daten auf einer Hyperebene E so lOsbar-ist, muB E frei seinj 
denn sonst waren die Daten nieht beliebig vorgebbar (Siehe Absehnitt 6, S. 17). Sei also 
E frei und dureh XO = t = ° gegeben (Koordinatenwahl)j dann ist AOO = A invertierbar. 

1m Hinbliek auf Absehnitt 8 genugt es, das Standardproblem zu untersuehen, also~' 

Lu == 0, u(O,x) = 0, Otu(O,x) =Ul(X) (2) 

Wir nehmen zunachst den Trager von Ul kompakt an, 

{2') 

'Da L linear und translationsinvariant ist, liegt es nahe, (2) dureh Fouriertransformation 
zu losen. Fouriertransformation bezuglieh.t eignet sieh nicht fur das Anfangswertproblein, . 
weil sieh die Bedingung OtU = Ul nieht "lokal" mit der bzgl. t Fourier-transformierten von 
U formulieren lafit. Wir .setzen deshalb versuehsweise . 

u(t,x) = (271")-n/2 1 eikxu(t, k)dk 

Ul(X) = (271")-n/21 eikxul(k)dk 
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und erhalten - zunachst formal- s~att (2): 

L(8t ,ik)u(t,k) = 0 

u(O,k) = 0, 8~u(0,k) = uI(k) 

(5) 

(6) 

Diese Gleichungen beschreiben ein Standard-Anfangswertprobleni fiir dasSystem (5)ge
wohnlicher Differentialgleichungen fiiru(t, k) mit k als Parametet. Wegen der Linearitat 

- \ ist die' Losung zu beliebigen Daten eine Linearkombination aus den N Losungen zu den 

Daten (D' ... 0)- Fallt man diese L6sungen ais Spaiteneiner Matrix U( t, k) auf, so 

muir gelten 
,L(8t ,ik)U(t,k)=0 , 

U(O,k) = 0, 8t U(0,k) ='1 

die Losung von (5), (6) ist dann 

ft(t, k) = U(t, k)UI(k) 

Die Losung zu (7), (8) laf3t sich durch das Kurvenintegral 
I 

U(t, k) = 2: f eiwt(1-1( -iw, ik )dw 

rio 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

darstellen. Es ist iiber eine Kurve rk in der komplexen w-Ebene zu erstrecken, die alle 
Nullstellen des eharakteristisehen Polynoms 

q( -iw, ik) = det 0"( -iw, ik) (11) 

positiv umlauft, z.B. iibereinen geniigend groBen Kreis. Hierbei ist 0" das (in Abschnitt 10 
definierte) Gesamtsymbol von L, und es ist wie in Abschnitt 10 e = (----:w, k) gesetzt. 

DaB das Integral (10) die Gleichungen (7), (8)1 erfii11t, folgt mittels des, Cau.chysehen 
Integralsatz~s durcE. den Grenziibergang rk : Iwl = R ~ 00. Urn. auch (8}i einzusehen, 

entnehmen wir aus (1) , 
I 

also' 
(1-1 ( -itO, ik) = :...A-1w-2 (1 + O(\wl-1» 

(Die 0-Terme beziehen sich auf ein beliebiges, aber festes k.) Damit folgt (8 h mit r k ----+ 00. 

Aus (3), (9) und (10) ergibt sieh, zunachstformal, die Losung des Problems (2): 

«(t, x) ":'(2".)-0,2 je"'U(t, k )Ul( k)dk ' (12) 
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Dies Integral stellt tatsachlich eine C=-LOsung des Problems (2), (2') dar, falls DiffereIi~ 
iiationen heliebiger Ordnung nach t und den X CX mit .der Integration vertauscht werden 
durfen. Das wiederum ist der Fall, wenn aIle Integrale der Form 

fUr jedes T > 0 im Bereich It I = T, k E An absolut und gleichmiillig konvergieren. Nun 
folgt aus der Voraussetzung (2') liber Ul und clem Satzvon Paley-Wiener, dafi /ill fiir 
Ikl -t 00 schneller als jede inverse Ikl-Potenz abnimmt. Fur die Rechtfertigung von (12) 
reicht also au's, dafi 

a:u( t,k) . ;: J e -iwt( -'-iw)1 u-1 ( -iw, ik )dw . (13) . 
. r k 

fUrjede naturliche Zahll in It I :::; T gleichmiillig hochstens polynomial in k wiichst. 

UUl das Integral (13)abzuscha.tzen, benutzen wir die Matrixformel :u q . q(u- l )T, die 

a' U( t k) = -z - we. . ~ d ( .)'( A) J '-iwt (a )T 
t, 27r. q( -iw, ik) au w (14) 

Tk 

ergibt. r k werde sofestgelegt:Um jede Nullstelle w j von q( -iw, ik) werde ein Einheitskreis 
geschlageu; die Vereinigung hzw. "Zusammensetzung" dieser Kreise sei rk: 

Dann folgt, 

. la:U(t, k)1 < II~I J ,w"11 ;! II,e-iwt,dw 
r k 

Nun wachsen nachAbschnitt 10 dieNullstellenhetrage und damit auch die Werte von/wi· 

aufTk.hochstens polynomial,und das gilt auch fUr die Matrixnorm II ;! II. Ais llinreichend . 

erweist sich also schlieBlich, daB Ie -iwt I fUr alle reellen. kund jedes Interval!, It I $ . Taut r k 

beschrankt ist, was der Fall ist, wenn fur aIle k die Imaginarteile derNullstellen wjvon 
q( -iw, ik) in.einemvonk uuabhangigen Streifen l.1wl:::; Cliegen .. 
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Diese letzte Eigenschaft bedeutet aber, daf3 q hyperbolisth und der Kovektor dt mit den 
Komponenten (1,0, ... ,0) bezuglich q raumartig ist, vgl. Abschnitt 10. Die Hyperebene 
E(t . 0) wird dann auch raumartiggenannt. . 

Ergebnis: Das Standard-Cauchyproblem (2) mit (2') hat eine Coo-Lasung, wenn das cha
rakteristische Polynom q von L hyperbolisch und die Anfangshyperebenefur q raumartig 
ist~ Eine Lasung wird (in ganz Rn+l) durch 

u(t x) = -A .J dkul(k) J ei(kx-wt)a-,l(_iwik)dw , (27r )Hn/2 ... , 
. Rn· rk 

dargesteUt, wOrln Ul durch (4) bestimmt ist. 

Da mit der durch t = ° beschriebe:nen Hyperebene auchalle dazu parallelen und aus Ste
tigkeitsgriinden auch alle Hyperebenen mit Konormalenin einer Umgebung von dt fur L 
frei sind, folgt aus dem Satz von Holmgren die Eindeutigkeit der Lasung des Standardpro
blems. Da nach demselben Satz jeder "Linsenbereich" ein Abhangigkeitsbereich ist,.hangt 
dieLasung in einem beliebigen Punkt (t, x) E Rn+l nur, von den Daten : auf einem (von (t, x) 
abhangigen) kompakten Teil der Anfangshyperebene abo Deshalbkartndie Voraussetzung 
(2') durch . 

Ul E coo(Rn) 

ersetzt werden. Schliefilich ist nach Abschnitt 8 auch die Einschrankung auf Standard-
Daten unnatig. Die Hauptfragewird also beantwortet durch den . 

Satz (Garding): 

Zu einer partiel1en Differentialgleichung mit ~onstanten Koeffizi,nten gibt es Hyperebenen, 
fUr die das Cauchyproblem mit beliebigen COO-Daten und Quellen durch Coo-Funktionen 
lasbar ist, wenn das charakteristische Polynom q der Gleichung hyperbolisch ist. Das 
Problem ist dann lasbar fUr bzgl. q raumartige Hyperebenen. Die Lasung ,ist durch die 
Daten eindeutig bestimmt UIid wird durch (15) zusaIIlmen mit den Duhamel- Formeln 
dargestellt. 

Bemerkungen: 

(i) Garding hat tiberdies.gezeigt, daf3 die im ersten Teil des Satzes formulierte Bedingung 
nicht nur hinreithend, sondern aucn notwendig ist; siehe [1]. 

(ii) Aus dem obigen Satz folgt direkt die stetige Abhangigkeit der Lasung von den Da
ten ("Cauchy-Stabilitat") mit Hilfedes Satzes tiber Abbildungen mit abgeschloss~nen 
Graphen, angewandt auf die Abbildung des Frechet-Raums der Daten in denjenigen der 
Lasungenj siehe [3]. 

(iii) Eine partielle Differentialgleichung mit kon.stanten Koeffizienten heifit strikt hyperbQ
lisch, wenn ihre charakteristische F~rm qm es ist (im Sinn derDefinition in Abschni~t to) . 

. 'Wegen der Einfachheit der Nullstellenwjkann man im Fan einer homogenen (q = qm), 
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strikt hyperbolischen Gleichung die w-Integratiori in (15) mit Hilfe des Residuenssatzes 

ausfiihren. Dann ist 

V= sup 

J 
k + ik' E en 

endlich, und es HiBt sich mit dem Paley-Wiener-Satz zeigen, daB Wirkungen sich hochstens 
mit der Geschwindigkeit V ausbreiten, d.h. daB sich entsprechend dieser Vor~tellung Ab
hangigkeit8gebiet~ bestimmen lassen; siehe [2] . 

. (iv) Ersetzt man in (15) ih durch das Fourierintegral tiber Ut, so erhalt man eine lineare 
Integraldarstellung der Losung u( t, x) durch das Datum UI (x). Diese Darstellung liiBt 
sich unter geeigneten Voraussetzungen in die .Darstellung mit Hilfe einer GreenfunktiQn 
umformen. ' 
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