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Vorhemerkung 

Der folgende Text gibt in etwas erganzter Form den Inhalt von vier Vortdigen wider, die 
die Autoren wiihrend des 53. Heraeus-Seminars tiber "Aktuelle Entwicklungen in G.ravita­
tion und Relativitatstheorie"gehalten haben, das in der Z~it yom 11.~15. September 1989 
im Physikerzentrum der DPG in Bad Honnefstattfand., Die Absicht war, einem oft ver­
nachliissigten, wichtigen Aspekt der Untersuchung klassischer Feldtheorien, insbesondere 
der Allgemeinen Relativitatstheorie, so darzustellen,da13 das Ineinandergreifen physikali­
scher Vorstellungen und mathematischer Begriffsbildungen~ die wichtigsten Fragestellun­
gen und Methoden sowie einige Hauptergebrtisse sichtbarwerden. Unsere Darstellung solI 
eine Einfuhrung sein; wir erheben, keinen Anspruch auf Originalitat und erst recht nicht 
auf Vollstandigkeit. Dementsprechendhaben wir aus der zitierten Literaturiibernommen, 
was uns wichtig schien und in das Konzept paBte. 
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DAS CAUCHY-PROBLEM 

" 1. Einfiihrung 

.Der physikalische Gehalt einer klassischen Feldtheorie ist in den Eigenschaften der Losun­
gen ihrer Feldgleichungen "verborgen". Man mochte zeigen:, daB diese Eigenschaften die 
Phanomene widerspiegeln, die die Formulierung der Theorie motivierten, und man hofft un­
erwartete Eigenschaften der Losungen zu finden, die zur Suche nach bisher unbeobachteten 
Phanomenen AnlaBgeben. Haufig gelingt es durch die Analyseeiniger weniger expliziter 
Losungen zusammen mit eirier einfallsreichen physikalischen Ausdeutung, sich ein weitrei-

. chendes Bild iiber einen gewissen Teil der Theorie zu beschaffen. Aber die Moglichkeiten, 
Eigenschaften, die aus speziellen Losungen abgelesen werden, auf allgemeinere Situationen 
zuiibertragen, sind begrenzt. So gibt in Einstein's Theorie das Ve~halten spezieller Lostin­
gen im GroBen zwar AnlaB zu Vermutungen, welches Verhalten allgemeinere 10sungen zei­
gen konnten ("Singularitaten", "Kosmische Zensur", "Asymptotik", "Beziehung zwischen 
QueUe und Fernfeld" etc.) aber zwingende Argumentefiir diese Vermutungen habeh sich 

. bisher nur in wenigen Fallen geben lassen, und es ist nicht zu erwarten, daB man hier 
aUein durch das Studium spezieller expliziter Losungen viel weiter kommen wird. Haufig 
ist es sogar schwierig, aufgrund der vorliegenden Losungen priizise Formulierungen unserer 
Vermutungen zu geben. Ahnliche Bemerkungen treffen auf formale Naherungsverfahren 
zu; ihre Geltung ist ungewiB. 

Unter diesen Umstanden erscheint es notwendig den Versuch zu machen, .den betrachteten 
Problemen durch Anwendung der "allgemeinen Methoden der Theorie partieller Differen­
tialgleichungen" auf den Leib iu riicken. Diese Aussage ist bewuBt etwas vage, tim den 
falschen Eindruck zu vermeiden, man brauche nur einfach den Apparat der Theorie der 
PDgln auf un sere Fragen loszulassen, urn in jedem Fall die gewiinschten Antworten zu er­
halten. Statt des sen muB gewohnlich einige Arbeit geleistet werden, urn die Fragen, die sich 
im Zusammenhang mit den gegebenen Feldgleichungen stellen, so aufzubereiten, daB man 
aus der allgemeinen Theorie der PDgln Nutzen ziehen kann. Das verlangt einen Spagat 
zwischen der gegebenen Feldtheorie und der Theorie der PDgln, den man nur dann grazios 
vollfiihren kann, wenn man weiB, wohin man treten muB, urn festen Boden unter die FiiBe . 
zu bekommen. In anderenWorten: Urn das Problem aufzubereiten, muB ich herausfinden, 
welche Methoden der Losungs- bzw. Existenztheorie auf mein Problem anwendbar sein 
konnten. 

Es hat sich herumgesprochen, daB bei der Untersuchung von Theorien, die eineBeschrei­
bung von zeitlichen Entwicklungsprozessen anstreben, die Untersuchung des Cauchy-Pro­
blems von Bedeutung ist. Wir wollen dies am· Fall der Einsteinschen Feldgleichungen, 
der uns besonders interessiert, diskutieren. Dabei werden wir keine Anstrengungen unter­
nehmen, aIle bisher erhalHmen Ergebnisse vorzutragen, sondern wir wollen versuchen, die 
oben beschriebene Gymnastik zu illustrieren. Wir hoffen, damit eine Vorstelhmg iiber den 
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moglichen Nutzen der Analyse des Cauchy-Problems zu vermitteln und einen Zugang zur 
Literatur zu schaffen. 

Wir werden im Folgenden zUI?-achst grundlegende Begriffe, Fragestellullgen und Methoden 
disktltieren, die sich als ntitzlich erwiesen haben zur Untersuchung der 
- Eigenschaften'von Feldgleichungen ("kausale Propagation", "Abhangigkeitsgebiete", 

etc.), 
Losungsgesamtheit, einer Feldgleichung und ihrer Charakterisierung durch geeignete 

. "Cauchy...:Daten", 
- Frage der Existenz spezieller Losungsklassen (Auftreten von "StoBwellen"'oder "Singu­

laritaten", "topologische Eigenschaften", etc.) 'und eventuell ihrer Spezifierung durch 
Bedingungen an die zugehorigeh Cauchy-Daten. , 

Danach werden wir untersuchen, wie sich die Einsteingleichungen in die allgemeine Theorie 
der PDgln einfiigen und welche Besonderheiten sich aus dem Tensorcharakter bzw. der 
"allgemeinen Kovarianz" der Feldgleichungen ergeben. 

Gliederung der Vorlesungsreihe: 
1. Uberblick tiber Probleme, die bei der Untersuchung von PDgln auftreten, Motivierung 

der Grundfragen, Einftihrung des Begriffs der Charakteristik. 
2. Diskussion des Falles eines Systems linearerGleichungen mit konstanten Koeffizienten. 
3. Der Begriff cler "Hyperbolizitat", Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen im Fall allge­

meiner hyperbolischer Gleichungen. 
4. Analyse der Einstein-Gleichungen. 

Wir wollen nicht den Eindruck erwecken, daB wir in vier Vorlesungsstunden alle& tiber das 
Cauchy-Problem sagen konnten, was der geneigte Leser schon immer wissen wollte. Die 
Literatur tiber PDgln ist untibersehbar, und es kann uns nur darum gehen, Diplomanden, 
Doktoranden und ...... einen ersten Eindruck zu vermitteln. 
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2. Bezeichnungen, Annaillnen und Beispiele 

Wir gehen davon aus, daB jeder, der diese Zeilen liest, weiB, was eine partielle Differential­
gleichung ist und daB deren Ordnung d~lrch die hochste auftretende Ableitung gegeben ist 
(den Fall, daB Ableitungen beliebiger Orclnung auftreten" wollen wir anderen iiberlassen). 
1m Folgenden betrachten wir "bestimmte Systeme" von PDgln. Dabei handelt essich urn 
Systeme, beidenen die ,Zahl cler Gleichungen mit cler Zahl cler gesuchten Unbekannten 
iibereinstimmt; Obwohl obige Bezeichnung clen Einclruck erweckt, als ob damit schon vi~l 
bestimmt sei, ist clie genannte F6rderung sehr schwach, Durch dreimaliges Hintereinan­
derschreiben der Gleichung 

cliv B = 0 

der Elektrodynamik erhalten wir ein bestimmtes System, clas aber doch nur eine Bedin­
gung an drei unbekannte Funktionen enthalt. Haben wir weniger (mepr) Gleichungen als 
Unbekannte, so heiBt das System unterbestimmt (iiberbestimmt). 

Es gibt eine groBe Zahl von elementaren Umformungen von PDgln (Transformationen 
der unabhangigen Vari~blen und/oder der Unbekannten, formales Differenzieren cler Glei- • . 
chung, Einfiihrung von Ableitungen der urspriinglich Unbekannten als zusatzliche Unbe­
kannte. Wir werd,enspater einigedavon kennenlerneri). Diese erlauben es sehr haufig, eine 
gegebene PDgl auf die Form zu bringen, die wir im Folgenden betrachten werden und die 
fUr die Anwendungen bei weitem die wichtigste ist. 

Urn nicht im Wust der Moglichkeiten unterzugehen, konzentrieren wir uns von nun an im 
wesentlichen auf Systeme von PDgin 1. bzw. 2. Orclnung der Form ("unseie PDgI") / 

fUr eine abhangige Variable oder Unbekannte u: 

V 3 x -:-+ u(X)E eN V eine offene Teilmenge des Rn +1 

Hier sind n, N gege~ene natiirliche Zahlen ~ 1, 8i bedeutet die partielle Ableitung nach 
der Koordinate xi und wir verwende~ die Summationskonvention. Manchmal werden wir 
auch einen RN als Bildbereich betrachten, aber fUr den groBeren Teil der Diskussion ist· 
die Wahl des Bildbereiches nicht wichtig. 

Die Funktionen 

die Werte in der Menge MNxN der komplexen N x N Matrizen annehmen und die Funk­
tionen 

(O!) b = b(x,u) 

sowie die auf V definierte Funktion f = f(x), die Werte im eN annehmen, werden als 
gegeben betrachtet. Wir wollen annehmen, daB die Funktionen Ai ,Aik, bin einem gewissen 
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Bereich ihrer Argumente nhinreichendglatt" (aufjeden Fall stetig) sind. Besonders bequeIn 
ware es, wenn sie ' auf . . 

(a)Vxe N 
, (fJ) V x eN x eN (n+l) 

deSniert und glatt oder sogar analytisch waren, aber in vie1en interessanten Fii.llen ist das 
nicht so. Beispielsweise handelt es sich hier bei den Einsteingleichungen in ihrer iiblichen 
Darstellung urn rationale FUnktionen. 

Von einer LOsung u unserer POgl wollen wir zuniichst annehmen, daB 

(a) u E CI(V,e N ) (13) u E C'(V, eN) 

so daB die linke Seite uriserer Gleichung nach EinsetzeJ;l von u stetig ist . 

Wir wollen noch einige Begriffe einfiihren, die einfach sind, aber eine wichtige Rolle 5pielen. 
Oer Teil einer PDgl1 der die Ableitungen hOchs ter Ordnung enthalt, in unserem. Fall 

heiEt ihr nHauptteif'. 1st der Hauptteil " linear in den hOchsten Ableitungen" , wie es bei 
unserer Glcichung der Fall ist, so hei6t die Gleichung ., qua.!lilinear". Gilt dariiber hinaus 
Ai = Ai(x) bzw. Aik = Aik(x), d.h . die Fullktionen im Hauptteil, die vor den Ableitungen 
hOchster Ordnung auftreten hangen nicht von der Unbekannten odeI' ihren Ableitungen ab, 
so heiSt 'die Gleichung ".semilinear" . 1st zudem noch die Funktion b linear in tl und seinen 
Ableitungen, so heiBt die Gleichung 1l1inea~. 

Es gibt natiirljch auch interessante ' Gleichungeo, die nicht quas'i-linear sind, wie z.B. 
die Hamilton-Jacobi bzw. Eikonalgleichung, der wir spateI' noch begegnen werden, die 
Gleichbng zur Bestimmung von 'Flachen mit vorgegebener GauB-KriiIn,mung, allgemeine 
Monge-Ampere-Gleichungen, die in der Oifferentialgeometrie eine Rolle spielen , oder Gra­
vitationsfeldgleichungen mit GauB-Bonnet Termen. Euler-Lagrange-Glcichungen zu ei­
ner in den h6chsten Ableitungen nichtlinearen Lagrangedichte sind quasilinear (konnen 
aber, wie wir am Beispiel der Gravitationsfeldgleichungen mit GauB-Bonnet Termen ler­
nen (vergl. ( 1]), Ilecht nicht-linear" werden, wenn man zusatzliche Folgerungen aUB dem 
Variationsprinzip in Betracht ,zieht, urn sie zu "vereinfachen") . In vielen Fillen lassen' sich 
aus echt nichtlinearen Glcichungen quasilineare gewinnen. 1st uns z.B. cine skalare POgl 
der Form 

F(Ojtl,tl,x) = 0 

gegeben, die nicht quasilinear ist, so erhalten wir daraus (falls F differenzierbar iet! Es 
werden durchaus echt oichtlineare POg! stm;liert, wo das nicht notwendig der Fall ist) durch 
formales. Ablciten nach den xl- die n quasilinearen Gleichungen 

0PiFo"OjU + o"F OkU + '!kF = 0 

Wir erbalten also ein iibetbestimmtes System fiir eine Unbekannte tl, und wit' miissen 
aufierdem. noch die urspriiogliche Gleichung als eine Art Zwangsbedingung mitberiick­
sichtigen. Wir wollen offen lassen, ob dieses Verfahren dem gegebenen ~roblem immer 
angemessen ist . 

4 



Falls man PDgln auf Mannigfaltigkeiten betrachten will, ist es wichtig zu wissen, daB 
die Eigenschaft einer PDgI, quasilinear bzw. semilinear bzw. linear zu sein, invariant 
unter Koordinatentransformationen ist. Unter einer Transformafion xi = xi(xi') folgt, 
falls die Komponenten von u wie Skalare transformiert werden (was wir in den ersten drei 
Vorlesungenannehmen wollen), z.B. im Fall cler Gleichung zweiter Ordnung: 

ik . ik '1 i ' k' '. A (x,U,OjU)OiOkU = A (x,U,OjXJ oj'u)ik-c OkX OiIOk'U + Terme III U und Oi'U 

Insbesondere sehen wir, daB die Komponenten der Matrix Ai'k , die den Hauptteil definiert; . 
im semilinearen Fall ~ie kontravariante Tensoren transformiert werdeJ;l; 

Beispiele: 
n+l 

1.) Laplace-Gleichung ~n+lU := E (Oi?U = 0 
i=l . 

Klein-Gordon-Gleichung 

Warmeleitungsgleichung =0 

SchrOclingergleichung =0 

Diese Gleichungen sind alle linear und haben konstante Koeffizienten. Die letzteEigen­
schaft geht 'verloren, wenn wir Koordinatentransformationen durchfiihren oder wenn wir 
die Metriken, die in die Definition derGleichungen eingehen, durch nichtflache Metriken 
ersetzen. 

2.) Yang-Mills-Gleichungen ohne Quellen fUr ein Eichpotential Ai und ein Eichfeld Fik 

(die als Lie-Algebra~wertige 1- bzw. 2- Formen betrachtet werden) 

V'iAj - V'jAi + [Ai,Aj] = Fij 

V'i Fij + [Ai, Fij] = 0 

Hier bedeutet V' die kovariante Ableitung in der gegebenen Raumzeit, und Indexoperatio­
nen werden mit der gegebenen Metrik durchgefiihrt. Diese Gleichungen sind semilinear, 

,aber nur '"scheinbar" bestimmt. Ausder.ersten Gleichung folgt durch Ableiten, zyklisches 
Vertauschen der Indizes und Summation die Bianchi-Identitat, die als weitere Gleichung 
fur das Eichfeld Fij betrachtet werden kanh. 1m speziellen Fall der Maxwell-Gleichungen 
entkoppeln die Gleichungen fUr das Potential von den Gleichungen fur die Feldstarken, die 
sich dann bekanntermaBen schreiben lassen: 

OtE = rotE 
divE = 0 

OtB = -rotE 
divB - 0 

" Entwicklungsgln. ", bestimmt. 
"Zwa.ngsgln." ,unterbestimmt 

} iiberbestimmt 

Die Enhyicklungsgleichungen sind ein Beispiel eines "symmetrisch hyperbolischen Systems" 
wie wir es spater kennenlernen werden. Fur allgemeinere Eichfeldgleichungen laBt sich in 
ahnlicher Weise ein gekoppeltes symmetrisch hyperbolisches System von Entwickiungsglei­
chungen fUr das Eichfeld und das Eichpotential herleiten. Eine andere Methode, aus den 
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Yang-Mills-Gleichungen Erttwicklungsgleichungen zu bekommen, fur die man uber eirt~ 
gute Theorie verfiigt, besteht darin, aus den Yang-Mills-Gleichungen ein System zweiter 
Ordnung fur das, Eichpotential herzuleiten. Kontrahiert man die erste Gleichung mit Vi, 
verwendet beide Gleichungen, urn Fij und seine Ableitungen zu eliminieren, vertauscht 
einmal kovariant~ Ableitungen und fordert, daB die "Eichbedingung" 

erfiillt ist (von der man zuvor natiirlich zu zeigen hat, daB sie erfiillt werden kann!), so 
erhalt man das Gleichungssystem . 

wobei Rij den Riccitensor der gegebenen Raumzeit bezeichnet. Wir werden spater uber 
den, Typ dieser Gleichung einiges sagen. 

3.) Euler-Gleichung und Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik mit gegebener Funktion 
p=p(p) 

{) .~ (3{) a 1 ,'( )£l 
tV +V' (3V = --p p Uap Q = 1,2,3 

p 

Diese Gleichungen stellen ein quasilineares System dar. 

4.) Die Einstein-Gleichungen haben in der iiblichen Darstellung ,die Form unserer PDgl 
((3) wobei die Metrik gik die Unbekannte u darstellt und die Komponenten der Matrix Aik 

durch die kontravarianten Komponenten gik der Metrik bestimmt' sind. Die Gleichungen 
sind quasilinear und alles Weitere erfahren wir in den.Abschnitten 14 bis 18. 

Die meisten (gewohnlichen oder partiellen) Differentialgleichungen der Physik, die Wech­
selwirkungen beschreiben, ,sind nichtlinear. Die wesentliche Ausnahme macht die SchrOdin­
gergleichung fur mehrere wechselwirkende Teilchen. Darauf beruht es, da13 in der Quanten­
mechanik mehr exakte Aussagen uber wechselwirkende System bekannt sind als in anderen 
Theorien. 
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3. Das Cauchy-Problelll "in allgeilleiner Fornl" 

Wir stellen uns vor, unsere PDgl beschreibe ein System, das eine irgendwie parametri­
sierte Abfolge von Zustanden durchlauft. Wir wissen, daB wir im Falle einer gewohnlichen 
Differentialgleichung die durchlaufenen Zustande eindeutig bestimmen konnen, wenrt wir 
zu einem fest en Parameterwert den Zustq.nd, seine momentane AIldeiungsgeschwindigkeit 
etc. vorgeben. Wir wollen versuchen, im Fall unserer PDgl in ahnlicher Weise vorzugehen. 
Dazu nehmen wir an: 

i) in V sei eine Hyperflache S der Klasse C 1 ausgezeichnet, auf der der Anfangszustand 
unseres Systems spezifiert werden solI. Sie kann lokal immer durch eine "definierende 
Funktion" beschrieben werden, d.h. durch eine Funktion 

.4> E Cl(V, R) mit 0 E <I>(V), d<I> =I 0 so daB S ~ {x E Vj<I>(x) = OJ .' 

Natiirlich besteht in der Wahl von <I> auBerhalb von S viel Freiheit. 

ii) Auf V sei ein Ve'ktorfeld X = 1J i8i gegeben,das zu S transversal (d.h.: nicht tangential) 
ist, so daB «d<I> , X) = 1Jiai~ =I 0 ist auf S. ' 

Es wird fiir uns im Folgenden wichtig sein, zwischen Ableitungen zu u:o.terscheiden, die in 
der (tangential zur) HyperfUiche S ausgefiihrt werden und sol chen , die aus S hinausfiihren. 
Da wir, ausgehend nur von unserer PDgI, auf S nicht iiber eine "Normalenableitung" 
verfiigen, die' in natiirlicher Weise durch die Gleichung oder darin verwendete Strukturen 
ausgezeichnet ist, miissen wir ein Vektorfeld auszeichne~, urn sagen zu konnen, was eine 
hinausfiihrende Ableitung ist. 

iii) Auf S seien Funktionen, die Cauchy~Daten, gegeben, d.h. Funktionen 

(a) Uo : S -+ eN . N 
((3) Uo, ttl : S -+ e 

die "hinreichend glatt" sind. 

Das "Caud;'y-Problem mit Cauchy-Daten auf S" fiir un sere PDgl besteht nun darin, eine 
Losung aer folgenden Aufgabe zu finden: 

auf V; tt ~ tto . auf S 

tt = tto) (dtt, X) = Ul auf S. 

Hatten wir Gleichungen hoherer' Ordnung betrachtet, hatte die Aufgabe die Form 

(-y) PDgl der Ordnung m 

auf V erfiillt 
; Ableitungen von U in Richtung von X 

bis zur Ordnung m ,- 1 vorgegeben auf S. 

erhalten. Wir haben die Formulierung des Cauchy-Problem hier "allgemein'" genannt, 
wei! wir bisher keine Eigenschaften der Gleichungen ausgezeichnet oder benutzt haben. 

7 
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Wir konnten aber noch allgemeinere PrQbleme betrachten, etwa Anfangswertaufgaben fUr 
Gleichungen auf Mannigfaltigkeiten etc. 

Nachdem wir das Problem mit leichter Hand hingeschrieben haben, ergeben sich sofort die 

GRUNDFRAGEN: 

. i) Existieren Losungen zu unserem Cauchy-Problem? 
Ii) Sind L6sungen des Problems eindeutig bestimmt? 

Eine offensichtliche Bedingung, die erfUllt sein muB, bevor wir versuchen konnen, eine 
positive Antwort auf die erste Frage zu geben, ist naturlich, daB die Cauchy-Daten in dem 
Bereich liegen, in dem die Funktionen Ai, A ik, b definiert sind. Wir werden aber sehen, 
daB die wirklichenProbleme von viel subtilerer Natur sind. Wenn man anfangt,sich auf 
das Problem einzulassen, tauchen sofort viele weiterfUhrende Fragen auf: 

iii) In: welchem Bereich der unabhangigenVariablen konnen wir die Existenz bzw. die 
Eindeutigkeit von Losungen erwarten? Vielleicht mussen wir die Menge V einschranken? 
Existieren Losungen nur ;,lokal" oder auch "global" (was immer das hei:Ben mag)? 

IV) Konnen wir eine Darstellung der Losung (am liebsten durch'sin und cos,aber wir waren 
auch schon fUr eine Integraldarstellung dankbar) erwarten? Oder mussen wir uns damit 
begnugen" in abstrakter Weise uber Existenz undEindeutigkeit zu reden und eventuell 
qualitative Eigenschaften der Losungen zu beweisen?' 

, v) Was mussen wir iiber die Glattheit 9.er Koeffizienten und der Daten annehmen, was 
folgt uber die Glattheit der Losungen? Konnen wir etwas uber die Beschdinktheit, das 
Anwachsen, das AbfallverhaIten cler Losungen sagen? 

vi-x) ............ ? ..... ? ...... 7 ... ? .???? 

1m Folge,nden wollen wir nicht versuchen, fur eine ~pezielle Gleichung und gegebene An­
fangsdaten das ,eine oder andere dieser Probleme zu losen, sondern die Frage studieren: 

Fur welche Gleichungen und HyperfHichen lassen sich befriedigende Antworten geben? 
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4. Der Satz vo~ Cauchy-Kowalewskaya 

Wir betrachtenjetzt ein "C.-P.-artiges" Anfangs\vertproblem mit einer Qleichung der Ord­
nung m ~ 1 in "aufgeloster Form": 

fUr eine U nbekannte 
R x Rn ::> V 3 (t,x) --+ u(t,x) E eN' 

Die eN'-wertige Funktion H und das Arifangsdatum 

. {OJ xRn n V 3 (O,x) --+ uo(x) E eN' 

sind gegeben. 

Die Gleichungen heiBen "in aufgeloster Form" ~ weillinks die aus der AnfangsfHiche { t = 0 } 
hinausfiihr~nde Ableitung der Un~ekcinnten steht unci'rechts nur noch innere Ableitungen 
auf den FHichen: { t = const} s~ehen. . 

Wir nennen das Problem "C.-P.-:-artig", weil es nicht notwendig ein Oauchy-Problem im 
vorher eingefiihrten Sinne ist: Die Ordnung m kann groBer als 1 sein, wir geben aber 
nur ein Anfangsdatum vor.· Anfangswertaufgaben f\ir die Warmeleitungsgleichung und 
die Schrodinger-Gleichtmg werden natiirlicherweise in dieser Form gegeben (evtl. ' mit 
Zusatzbedingllllgen). Aber auch Cauchy-Probleme fUr die Klein-Gordon-Gleichung, die 
Laplace-Gleichung (z.B. mit t := x n +1), die Maxwell":Gleichungen und die angegebenen 
hydrodynamischen Gleichungen, jeweilsinit Daten auf der Flache { t = 0 }, sind von 
dieser Form oder lassen sich in diese Form bringen. Wir wollen Letzteres fUr den Fall~der 
Klein-Gordon-Gleichungen zeigen. 

AuBer u betrachten wir u t := OtU und u a := Oau, a = 1,2, ... n, als Unbekannte in 
unserem neuen System, das gegeben ist durch 

OtU = ut, OtuO: = oo:.u\ Otut = L oo:uO: - m 2u '. 
0: 

dabei haben wir die Vertausc4barkeit der Ableitungen von u nach t und xO: verwendet. Sind 
Uo und Ul (bezuglich X = Ot) die fUr die Klein-Gordon-Gleichungen fur t = 0 vorgegebenen 
Cauchy-Daten,80 mussen wir fUr unser System die Anfangsbedingungen ) . . 

fordern. 1st dann (u,ut,uO:) eine einmal stetigdifferenzierbare Losung (z.B. fUr 0 ~ t~ to 
fUr ein to > 0) des neuen' Cauchy-Problems, dann laBt sich in folgender Weise zeigen, daB 
u eine Losung des ur~priinglichen Cauchy-Problems ist. Aus der Form der oben gegebenen 
Cauchy-Daten folgt, daB. die Funktionen vo:f3 oo:uf3 ~ Of3u O: fUr t = 0 verschwinden. 
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Aus der zweiten Gleichung unseres Systems folgt (unter Verwendung distributioneller Ab-
leitungen), daB OtVo{3 = 0 und daher Vo{3 = 0 in dem Bereich, in dem unsere Losung 
existiert. Daher gibt es eine Funktion v = 'I.'(t, X O ), die in X O differenzierbar ist und 
oov = UO erfUllt. Aus den Daten folgt, daB £lir t = 0 gilt: oov = UO = oou. DaB 
diese Gleichung tiberall gilt, folgt aus den ersten beiden Gleichungen unseres Systems, die 
OtOoV = OtUO . oout = OoOtU = OtOoU zur Folge haben, wobei wir im letzten Schritt wie­
der mit distributionellen Ableitungen r~chnen. Aus unserem System und der Glattheitsan­
nahme tiber u, ut,uo folgt jetzt unmittelbar, daB U zweimal stetig differenzierbareLosung 
der Klein-Gordon-Gleichung ist. Eine entsprechende Diskussion allgemeinerer Gleichungen 
vom: Type der Wellengleichung findet man in [ 2]. 

DaB das Problem (*) sinnvoll ist, wird nahegelegt durch die Beobachtung 

-.Sind Uo, H Funktionen del' Klasse C=, so wird durch (*) eindeutig eine formale Losung 
del' Form u(t,x) = L:.un(x)tn bestimmt. 

n~O 

Die up lassen sich offensichtlieh rekursiv aus (*) ausrechnen. Es erhebt sieh nun die Frage, 
ob diese formale Losung etwasmit einer "wirkliehen" Losungzu tun hat. Elne Antwort 
darauf gibt del' . 

Satz von Cauchy-Kowalewskaja: 

{ ~= 1 . . 
Falls in (*) Uo reell-analytiseh im Punkte Xo E Rn . 

, H reell-analytisch in (t = 0, xo,~ uo(xo), 01 uo(xo) ... , onUO(XO)) 

dann existiert eine Umgebung V von (t = 0, xo) in Rn+l, so daB in jeder zusammenhangen­
den Umgebung U C V von (t = 0, xo) eine eindeutig bestimmte Losung u(t, x) des Cauehy­
Problems (*) existiert, die in U reell analytiseh ist. 

Bemerkungen: 

i) Mit.diesem Satz haben wir lmsere erste Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir Losun­
gen eines Cauchy-Problems. Aus dem Eindeutigkeitssatz von Holmgren, :den wir spateI' 
kennen lernen werden, folgt, daB die oben erhaltene Losung, in geeigneten Umgebungen 
U, aueh eindeutig bestimmt ist in der Klasse von Funktionen, die nur einmal stetig diffe­
renzierbar sind. 

Ii) Der Satz ist sehr niitzlieh, um eine "erste Orientierung" tiber die Existenz von Losungen 
zu gewinnen und Beispiele bzw. Gegenbeispiele zu konstruieren. 

iii) Es gibt inzwisehen eine Anzahl versehiedener Beweise des Satzes, die entweder elemen­
tare Methoden verwenden, um aus Absehatzungen fUr die Entwieklungskoeffizienten del' 
Daten direkt Abschatzungen ftir die Entwicklungskoeffizienten der Losungen zu erhalten, 
oder die abstraktere Methoden verwenden (vergl. z.B. [ 3], [ 4], [5]). Wir werden hier kei­
nen dieser Beweise geben, wei sen aber auf die vetschiedenen Moglichkeiten hin, weilman 
ha\lfig vor Situationen gestellt wird, in denen der Satz, so wie. er hier steht, nicht direkt 
anwendbar ist, aber eine Inspektion eines der Beweise eine geeignete Verallgemeinerung 
nahelegt.. .. 



ii . 

iv) Es .sind verschiedene Verallgemeinerungen des Satzes moglich: Ein entsprecheIider Satz 
kann noch bewiesen werden in gewissen Situationen wo H Pole hat, die Funktion H muB 
nicht unbedingt analytisch vont 'abhangen etc. 

v) Es sei hier darauf hinge~iesen, daB die Gleichi1l1g nicht uubedingt quasilinear sein muB. 
Wegen cler moglichen Nichtlinearitat ist in dem Satz nichts iiber die "Form und GroBe" der 
Umgebung V ausgesagtj wir haben l1ur die "Existenz lokal, nahe xo" erhalten. Sind die 
Daten reell analytischauf unserer (reell analytischen) Anfangsflache S, so erhiilt man zu 
jedem Punkt von Seine lokale Losung. Wegen der Eindeutigkeit lassen sichdiese Losungen 
"zusammenflicken" zu einer Losung, die "lokal nahe S" existiert. 

vi) Bei der Anwendung des Satzes brauchen wir uns nicht urn den "Typ" der gegebenen 
PDgl zu kiimmern und auch die Wahl der(reell analytischen) Anfangsflache ist beliebig, 
solange wir die Gleichung in die aufgeloste Form bringen konnen. Die oben erwiihnte 
Wahl t = xn+l im Fall der Laplace-Gleichung war w~llkiirlich. Auch konnen wir z.B. 
Cauchy-Probleme in der Form 

mit gegebenenreell-analytischen Funktionen Uo, UI der unabhfuJ.gigen Variablen t, x 2 , ... , 

xn betrachten .. Hier ist also die Anfangshyperflache zeitartig beziiglich der flachenMetrik, . 
die implizit in unserer Gleichung erhalten ist. Durch ahnliche freie Verwendung des Satzes 
von C.-K.ist zum Beispiel gezeigt worden, daB "ein Stiickchen" einer Innenlosung mit 
idealer Fliissigkeit an die Kert-Losung anschlieBbar ist [ 6]. . 

v) Die Annahme m = 1 im Satz von C.-K. ist wichtig, obwohl wir gesehen haben, daB 
durch (*) immer eine form ale Losung bestimmt ist! Das fol$t aus dem Beispiel: 

Aus OtU = (ox?u und u(O,x) = L: VjX j folgt mit dem Ansatz u(t,x) = L: Ukjtkx j , daB 
j?:.O k,j?:.O . 

Ukj = (j~!~)!Vj+2k' Wahlen wirals Datum die Funktionv(x) = (1- X)-I' in einer Umge-

bung von· x = 0, so folgt, daB u( t, 0) = L: (2~)! tk, eine Reihe, die nicht konvergiert!Es 
k?:.O . 

sei hier aber angemerkt, daB es Losungen u(t, x) der eindimensionalen Warmeleitungsglei­
chunggibt, die z.B. in dem Bereich t > O,lxl < t analytisch sind und lim u(t, x) = (l-x)~1 

. t-+O 

fUr Ixl < t erfUllen! 

vii) Es stellt sich die generelle Frage, welche Glattheit der Losungen von Feldgleichungen 
man verlangen will und kann. Sind analytische Losuhgen, wie wir sie hier betrachtet ha­
ben, fUr die Zwecke der Physik ausreichend? Fiir statische bzw. stationare Situationen 
(bei denen im" allgemeinen die Felder als Losungen elliptischer Gleichungen erhalten wer­
den) ist das haufig der Fall. Eine wesentliche Eigenschaft analytischer )Funktionen ist ihre 
"Starrheit", d.h. die Werte einer solchen Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung fi­
xieren die Funktion schon (fast) iiberall. Dieses Verhalten steht im Gegensatz zu dem, was 
man. bei dynamischen Prozessen erwartet, bei denen man eine lokale Wirkungsausbreitung 
be<?bachtet und "Einschaltvorgange" eine Rolle spielen. Die Ausbreitung eine.r Storung in 
einem ruhenden Medium wird sither nicht durch eine analytische Funktion beschrieben. 
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Man konnte es mit "stuckweise analytisch" versuchen, aber dann stellt sich die Frage, 
was an den "Bruchstellen" geschieht und wie die verschiedenen analytischen Losungen zu­
sammengefUgt werden sollen. Ein anderer Vorschlag ware, gegebene Daten der Klasse Ck 

durch analytische Daten zu approximieren und zu diesen analytische Losungen zu konstru-: 
ieren. Dann steht man vor einem neuen Problem: . Approximiert die analytische .Losung 
die gesuchte Losung zu den Ck-Daten? Damit dieses in jedem Fall geschieht, muBten die 
Losungen der gegebenen Gleichung eine gewisse "Stabilitat"aufweisen. Das ist eine Ei­
genschaft, die auch aug physikalischen Grunden wunschenswert ist: AIle Messungen sind 
nur von endlicher Genauigkeit. vVenn kleine Anderungen der Daten nach sehr kurzer Zeit 
schon wesentliche Anderungen der Losungen zur Folge hatten, ware die Aussagekraft un­
serer Theorie sehr gering! Zum SchluB sei dar~uf hingewiesen, daB wir in dieserDiskussion 
standig eine Annahme tiber die Existenz von Losungen gemacht haben, von deF wir iiber­
haupt noch nicht wissen, ob sie gerechtfertigt ist:Existieren ~~igentlich Losungen fUr unser 
Cauchy-Problem, wenn wir auf die Analytizitat der Daten ~erzichten? 

12 



5. Einige Beispiele zur Warnung, Grul'ldprobleme 

Die letzte . Frage mag manchem als etwas iibertrieben erscheinen. Uberhaupt ist die Wich­
tigkeit einer solchen Diskussion manchem Physiker nicht so richtig einleuchtend. Deshalb 
wollen wir an einigen Beispielen illustrieren, daB die Situation nicht so einfach ist, wie sie 
erscheinen mag. 

i) Zur Frage der Existenz und Glattheit. Beispiel von Lewy (1957, nicht friiher!) 

"Sei 9 E COO(R, R) eine gegebene Funktion uncl V eine Umgebung von 0 E R3. Ist die 
Funktion U E Cl(V, R2) und Losung der PDgl 

so ist 9 in einer Umgebung von x 3 = 0 reell-analytisch". 

Bemerkungen: 

Einen einfachen Beweis findetman z.B. in [ 7]. 

Ist 9 reell-analytisch, so existieren nach dem Satz von C.-I<. viele Losungen von (*), die 
analytisch sind. Ist 9 dagegen in x 3 = 0 nicht analytisch, so gibt e~ iiberhaupt keine 
Umgebung von 0 E R~, in der eine stetig differenzierbare Losung des linearen Systems (*) 
existiert! !! 

. Man mag nun einwenden, diese Gleichung sei"unphysikalisch". Es mag sich auch einiges 
sagen lassen, um diese Feststellung zu begriinden. Es bleibt abel" die Frage: Wie sieht man 
das der Gleichung an? Was konnte mich dayor bewahren, eine Theorie mit Feldgleichungen 
vorzuschlagen, die solche unangenehmen Eigenschaften besitzen? 

Ii) ZurFrage der Eindeutigkeit und Glattheit. 

"Es existieren Funktionen a = a( t, x), U = u( t, x) in COO(R2, C), deren Trager in der Menge 
{ t ~. 0 } liegt, so daB 

aber u nicht iiberall verschwindet!" 

Bemerkungen: 

Die Aussage wii-d in [ 8] in Form einer "Ubungsaufg'abe" diskutiert. 

Es existieren alsomindestens zwei 'glatte Lostmgen der Gleichung, die oben erwahnte und . 
die identisch verschwindende, die auf der Anfangsflache { t = 0 } (welche, wie wir spater 
sehen werden, nicht charakteristisch ist) dieselben.Cauchy-Daten haben. Die PDgl sieht 
aus wie eine linearisierte eindimensionale Euler-Gleichung. Es handelt sleh aber um ein 
System: Die Funktionen a und u konnen hier nicht reell sein (ware a reell, so ware die 
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Gleic:hung symmetrisch hyperbolisch, ware tt reell , so ware ihr Realteil symmetrisch hy­
perbolisch und wir konnten , wie wir spater sehen werden, die Eindeutigkeit cler Losung 
zeigen)" 

iii) Zur Stabilitat 

" , Sei p E R+ uncl .s EN .. Dann konnen wir die Funktionen 

. ::q . , 
als LOsungen einer einparametrigen Schar von Cauchy-Problemen mit Daten auf der Flii.che 
S = {z = O} entweder fiir die Laplace-Gleichung 

(a) (8; + 8; + c3;)u p = 0 

oder fiir die Wellengleicbung 
,. 

betrachten. 

In beiden Fiillen folgt fUr die Caueby-paten (8,)'u(x,y,O),k = 0,1, 

fUr p -+ 0 

wenn i + j ~ 3 , wwend fiir die LOsungen fUr z > 0 folgt 

fiir P -+ 00 

Bemerkungen: 

Wir baben im Fall (a) Caucby-Probleme fUr, wie wir spater sehen werden, eine eUiptische 
Gleicbung und im Fall (b) Caucby-Probleme fiir die \Vellengleichung mit Daten auf einer 
zeitartigen Hyperflii.che betrachtet. Die Cauchy-Daten zusammcn mit ihren inneren Ablei­
tungen auf der Anfangsfiache bis zur Ordnung 3 werden 'beliebig klein, wenn wir p hinrei­
cbend groB werden lassen, wahrend gle.ichzeitig die LOsungen fUr t > 0 beliebi"g groB werden 
(und zwar fiir jedes fest gew8hlte, noch s~ kleine t > 0). Die LOsungen der betrachteten 
Cauchy-Probleme zeigen also ein instabi les Verhalten, das sowohl im Zusammenhang mit 
physikaliscben Betrachtungen ala aucb fill die Zwecke der numeriscben Behandlung hOcbst 
unangenehm ist. Wir werden zu untersuchen haben, wie dieses Verhalten mit der Art der 
Gleicbung und mit der gewahlten AnfangshyperfUiche zusammenhangt. 

Die Beispiele legen nahe, unsere Liste von Grundfragen .zu erweitem und nach der 

EXISTENZ. EINDEUTIGKEIT . STABILITAT. GLATTHEIT , 

von Losungen des Cauchy-Problems zu fragen. Dabei werden wir diese Begriffe prazisieren 
miissen und auch etwas iiber ihre Abbiingigkeit untereinander erfabren. 
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Die Frage der Glattheit scheint vom Blickpunkt des Physikers nicht besonders interes­
sant zu sein: Es hat keinen Sinn, Init Messungen iiberpriifen zu wollen, ob ein Feld von 
der Differenzierbarkeitsordnung C 17 oder C l8 ist. Nichtsdestoweniger gibt es aber phy­
sikalisch interessante Vorgange, die sich mathematisch als "Glattheitsverletzungen" idea­
lisieren lassen,. z.B. Fokussierung, StoBwellen, Phaseniibergange. Dariiber hinaus ist di~ 
Diskussion der Glattheit von wesentli~her Bedeutung fUr die technische DurchfUhrung der 
Existenztheorie: Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitat von Losungen werden .im Rahmen 
geeig~eter Funktionenraume diskutiert, die wesentlich durch Glattheitsbedingungen cha- \ 
rakterisiert sind. Wir werden diese Fragen etwas in den Hintergrund tiicken lassen, aber 
der aufmerksame Leser wird sie immer wieder anklingen horen. 

Man nennt ein Cauchy-Problem ,;sachgemafi gestellt", wenn sich die ersten drei der oben 
genannten Eigenschaften in einem geeigneten, prazisen Sinn nachweisen lassen [ 9], [10]. 
Ais wichtigste Frage betrachten wir zunachst: . 

Welche Struktureigenschaften (eventuell formuliert beziiglich der gegebenen 
AnfangshyperfUiche) miissen wir von unserer partiellen Differentialgleichung 
verlangen, um die Fragen nach den oben gegebenen Eigenschaften in einem 
verniinftigen Sinn positiv beantworten zu konnen? 

15 

, \ 



,-' -~ 

. \ 

its it: 

6. Der charakteristische Konorlllalenkegel 

1m Zusammenhang mit dem Satz von Cauchy-Kowalewskayahaben wir gesehen, daB bei ei-
nem Cauchy-Problem, bei dem die GleichungEmin aufgeloster Form vorliegen eine form ale 
Entwicklung der Losung eindeutig bestimmt ist. 13ei dem Cauchy-Problem in allgemeiner . 
Form ist es nicht ~dar, ob wir eine iihnliche Aussage machen konnen. Uberraschender­
weise wird ein' wesentlicher Teil der Struktur, nach der wir suchen, bloBgelegt durch die 
Beantwortung der eirifachen Frage: 

Wann liiBt sich aus dem Cauchy-Problem in allgemeiner Form; 

(0) AioiU + b = f(x) auf Vi U = Uo ~uf S bzw. 
(f3) AikOiOkU + b = f(x) auf V; u= Un, (du,X) = Ul auf S 

auf S "die" transversale Ableitung der Ordnurtg 1 bzw. 2 bestimmen? 

Das ist offensichtlich eine Frage an den Hauptteil der Gleichung und an S, da die Werte der 
Funktion b auf S durch die Cauchy-Daten bestimmt sind. Wenn wir imstande sind, eine 
transversale Ableitung der gewunschten Ordnung zu bestimmen, konnen wir daraus und 
aus den Cauchy-Daten uberhaupt aIle Ableitungen von U bis zu dieser Ord~ung ausrechnen 
und umgekeh:rt. Fur die folgende Uberlegung machen wir die 

Annahme: Unsere PDgl ist semilinear, d.h. Ai = Ai(x) bzw .. Aik = Aik(x). 

Um die obige Frage zu beantworteri, benutzen wir, daB das Differential der definierenden 
Funktion CP der HyperfHiche S nicht verschwindet in einer Umgebung von S. Zu Xo E S 
gibt es daher ein jE {I, 2, ... , n+ I} mit OjCP(x) i= 0 fUr x nahe genug bei Xo. Wirkonnen 
zur Bequemlichkeit ~nehmen, daB j = n + 1 ist. Wir setzeIi nun 

i' _ if" . - 1 2 d n+l"_;t;( 1 n+l) X -x ur~- , , ... ,n un x ..,....':t" x , ... ,X 

Da det(Oixi) = On+lcp i= 0 fur x nahe xo, definieren die Funktionen xi' dort ein Koordi­
natensystem. 

Nahe Xo gilt in diesen Koordinaten S = {xn+I' = O} und daher sind die Ableitung~n 
01', ... , On' tangential zu S. AufS erhalten wir (wobei wir wieder annehmen, daB die 

. Komponenten von U Skalare sind): 

(0) AiOiU = AioiXi'Oi'U = (AiOicp)On+lU+ Terme, dieu und innere Ableitungen 
von U . auf S enthalten 

bzw. 

(f3) AikOiOkU = (AikoicpOkcp)(On+l' )2U+ T~rme, die U, On-f-l'U und innere Ableitungen 
davon auf S enthalten. 

Wir definieren nun (unabhangig von den'gewahlten Koordinaten!) das Haupt8ymbol unse­
rer PDgI als Abbildung auf dem Kotangentialraum von V (Phasenraum) durch 
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Bei einer Gleichung 3. Ordnung hatten wir 0"3(X,~) = Aijk~i~j~k etc. Die ~i entsprechen 
hier den Oiip und man sollte sie sich daher als "Flachenstuckchen"vorstellen. 

Die "Aufiosbarkeitsbedingung" in xES lautet dann im Fall eiJ;ler Gleichung der ,otdimng 
m, dafi das Hauptsymbol im Punkte dip ( x) des Kotangentialraumes invertierbfu.'is( odeI' , 
in anderen Worten, dafi die charakteristische Form in .. x ," , . 

bei ~ = dip( x) nicht verschwindet. 1st diese Bedingung in allen Punktenx E S erfiillt, 
so heiBt' die Hyperflache S nirge,nds charakteristisch odef frei. In diesem Fall lafit sich 
das Cauchy-Problem .durch (viele) Koordinatentransformationen in die aufgelOste Form' 
bringen und bestimmt eine formale Losung in jeder Ordnung. 

Die Nullstellenmenge der charakteristischen Form in xE V 

heiBt charakteristischer Konormalenkegel in x, und die Verei:nigung .dieser Kegel, . 

Cv = U Cx 
"'EV 

heiBt charakteristische Mengeunserer PDgl. Die Struktur der charakteristischen Konor­
malenkegel ist von entscheidender Bedeutung fur die Eigenschaften der Losungen und die 
Existenztheorie einer PDgl. . 

1st die Flache S so beschaffen, daB 

d.h. dip ( x) E C x fur xES, so heiBtdie Hyperflache S "Charakteristik" fur unsere PDgL . 
Es liegt nahe zu vermuten,dafi wir Probleme mit der Eindeutigkeit bekommen, wenn wir 
das Cauchy-Problem mit Daten allein aufeiner -Charakteristik losen wollen. 

Die Situation ist tatsachlich noch komplizierter. Der Einfachheit halber betrachten wir 
den Fall (a), der Fall ({3) kann, ahnlich wie am Beispiel der Wellengleichung gezeigt, auf 
den Fall der Gleichung 1. Ordnung zuruckgefUhrt werden. Aus der Bedingung (*) 'folgt, 
dafi die Matrix O"m(x, dip(x))' einen Rang kleiner als N hat. Daher gibt es zu xES ein 
nicht verschwindendes Vx E eN, so dafi v; Ai(x )Oiip(X) = O. Das ist aber gleichbedeutend 
damit, daB der Operator v; Ai(x)Oi in x tangential zur Hyperflache S ist. Daher stellt die 
Gleiohung v;(Ai(x)OiU + b) = 0 in' x eine Bedingung an die Cauchy-Daten dar, d.h.: Die 
Cauchy-Daten konnen auf einer Charakteristik nicht frei. vorgegeben werden! 

Die Charakteristiken haben fUr den Typ von Gleichungen, der uns im Folgenden besonders 
interessieren wird, eine groBe Bedeutung fUr die Existenztheorie und haufi"g, interpretiert 
als "Wellenfronten", eine ebenso groBe Bedeutung fiir die physikalische Interpretation del' 
Losungen. Wir werden noch mehr daruber horen. 
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Vor der Diskussion des charakteristischen Konormalenkegels und aller davon abgeleiteten 
Begriffe hatten wir die Annahme gemacht, daB unsere PDgl seniilinear sei. Das hat den 
Vorteil, daB alle Koeffizienten der PDgI; die in die Definition des Hauptsymbols eingehen, 
von der Unbekannten und ihren Abl~itungen unabhangig sind. 1m Fall einer quasiiinearen 
Gleichung geht man von einer als gegeben gedachten Losung Uo der Gleichung aus und 
setzt Ai(x) := Ai(x,uo(x» bzw. A ik (x,uo(x),8j'1.to(x)): Damit lassen sich IIauptsymbole 
und die daraus abgeleiteten Konzepte wie vorher einfUhren. AIle diese Begriffe haugen 
dann von der gewiihlten Losung Uo ab.' 

Mehr libel' Charakteristiken usw. findet man z.B. in [ 2], [ 8] und [11]. 

Die Struktur des Hauptsymbols gibt AniaB zu einer Klassifizierung der PDgln'. Diese 
Einteih'mg ist allerdings etwas grob, wie die Beispiele der Warmeleitungsgleichung undder 
Schrodinger-Gleichung zeigen: In beiden Fallen hat das Hauptsymbol die Form 0"2 (x, ~) = 
(~i + ... e~), wahrend die Losungen der Gleichungen sehr verschiedene Eigenschaften haben. 

Nehmen wir wieder an, daB unsere PDgl semilinear sei, so ist der einfachste Fall in der 
Klassifizierung durch die Bedingung gekennzeichnet: 

"das Hauptsymbol O'm(x, e) ist invertierbar fiir alle (x, e) E T*V mit e "f; 0" 

Eine PDGI, die diese Bedingung erfUllt heiBt "elliptisch auf V". In diesem Fall ist die 
Auflosbarkeit immer gewahrleistet. Unsere Diskussion des Cauchy-Problems fiir die .La­
place-Gleichung,dem einfachsten Beispiel einer elliptischen G lei chung , hat aber schon ' 
angedeutet, daBdas Cauchy-Problem fiirelliptische Gleichungen nicht sachgemaB ist. 

Die Struktur der Hauptsymbole der PDgln, die uns im Folgenden interessieren werden und 
fUr die sich das Cauchy-Problem als sachgemaB gestellt erweisen wird, ist komplizierter. 
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